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МАТЕМАТИКА 


УДК 510.64 


ОМ 5ОМЕ РКОРЕВЛТЕ$ ОЕ ЗЕУЕКВАГ, РВООЕ 
ЗУЗТЕМУ ЕОВ МОМ СГАЗУСАГ 
РВОРОЗГГОМАГ, ГОСТС$ 


А. СпиБагуап', А. Кагаракйбуап?, С. Регозуап? 


уетеуап бие Отуегзйу, Визяап-Аттетшап Итлегзйу 
Ки;ап-Аттетап Итметзйу 


ЗУетеуап 5кие Итуегуйу 


асйифагуап @ у5и.ат, аттап.Кагабаи5уап @ втай.сот, 


гаптк.ретозуап.1 @ втай.сот 


АВУТКАСТ 


ш 15 мо уме шуезиоае 1) Фе ге]аНоп$ Бебмееп Фе ргооё сотр]ех1Нез 
ОЕ топ у едиа| фаию]о21ез апа 2) Ше т@айопз Беймееп Фе ргооб сотр!ехез 
оЁ тшипа| {а40[021е5 ап4 о тезиНз оЁ заб аНоп$ ш Шет г зоте зедиеп 
ргороз1опа| зузвет$ оР шачнотзйс, Лопап$з0п’5 ап4 топоюпе 1091с$. \!е зво\ 
Фа{ 1) збопе]у еапа1 (азю]о21е$ сап Бауе еззепна| Чегет ргооЁ сотр!ех1ез ш 
Фе зате зуубет апа 2) Фе гези оЁ заб оп сап Бе ргоуе еазег, ап 
соттезроп4 те плшипа| {аию]озу, Фегеоге Ше зузетлз, Ус аге сопз14егеЯ т 


15 рарет, аге по топо®юпоч$ пейпег Бу Ппез пог Бу $17е. 
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Кеууог05: зкопеЙу еда! {аи01021е5, шшипа!| 1аю[огу, зеаиеп ргооЁ 


зузет$, ргооР сотр!ехИу теазигез, топоюпои$ зузетт. 


1. шаодисйоп. ТЬе ба@!опа| аззитрйоп аё аП {ащю]о21ез аз 
Воо|еап КсНопз аге едиа| 1ю еасН оег 1$ поЁ Йпе-отате4 епоиэВ ю 
зиррой а звагр 415Ипсйоп атопе фащю]о21ез. ТВе аиог$ оф [1] Вауе 
ргоу14е4 а Аегепе расаге оЁ едааШу Юг с1азз1са] фащю]ос1ез. ТВеу Вауе 
шбодисеа ш [2] Фе поНоп ог “деегитануе соплапсЁ”, оп Фе Ба$1$ оЁ 
\уВтсЬ Ше поНоп оЁ топ? едиаШу оР с1азз1са] {аио]оз1ез \уаз зивоезе т 
[1]. ТБе 14еа то геу1зе 1е поНоп о еашуаепсе Бебуееп {алю10521ез$ ш засв 
ууау Та{ 15 {аКез шю ассоци{ ап арргориае теазиге о Пет “сошр]ехйу”. 

Тве тге!айоп$ Бебуееп Ше ргооЁР сотр!ехез оЁ змопеЙТу еапа1 
с1а5$1са] {алю|о21ез ш зоте ргооЁ зуз{етз аге шуезиае4 т [3-5].  \аз 
ргоуе4 Ша* пе зкопе1у едиа! Чалщюослез Вауе Ше зате ргооЁ сотр!ехез 
ш зоте “\ууеаК” ргоо{ зузетз, Биё е теазигез оЁ ргооЁ сотр!ех1ез Юг 
загопе1у еапа1 ‘аию]То?1ез сап Бе еззепнаПу Чегет ш Фе п1051 га@1опа1 
ргооЁ зу$етз$ оРСЛаз1са| Гозлс (Етесе зузетз, забзифивоп Егесе зузе1$, 
зедиепЕ зузетз \ИЙ апа уои сиё ге). ш 115 могК уме шнодисе е 
поНоп$ оЁ згопе1у едиа| поп-с[а$$1са| фаию]о21ез ап4 зВо\ Шаё Фе ргооЁ 
сотр!ех!ез оЁ змопе]у еаиа| поп-с1азз1са| {фаию]о21ез сап Бе а[50 
еззепнаПу Аегеп шт зоте зедиеп{ ргороз1опа| зузетл$ оР шиийотеис, 
ТоВап$$01’5 ап топоюпе 10$21с$. 

ТБе зесоп4 Фете ог оиг шуезИзайоп 1$ соппесеа у теаНноп 
Бебуееп Фе ргооЁ сотр!ехез ог шшипа| {аи ю1021е$, 1.е. {алю10216$, 
Ус аге по а забзНеаноп оЁ а зпомег {аию|огу, ап тези $ оЁ а 
заб еаноп ш Фет. ТБеге 15 га@ опа] аззитрйоп ай шипа! {аи ю]о2у 
1105$ Бе по ПВаг4ег Фап апу заб аноп ш и. \е шио4дисе Юг Фе 
ргоро$опа| ргооЁ зузбетз Ше поНоп$ оР топоюпои$ Бу Ппез апа 
топоюпои$ Бу $1765 оё ргоов. Ш [6,7] И 1$ ргоуе4 Фа тапу ма 1юопа1 


с1а5$1са|] ргооЁР зузбетз оЁ 2-уае@ ап тапу-уашей 1051с$ аге по 
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топоюпои$ пеййег Бу Ппез пог Бу 517е. Неге \е ргоуе Ше апаогоиз гези Е 


Гог зоте зузет$ оЁ поп-с1азз1са ргорозопа1 1021с аз \е[. 


2. РгеИитанез. У\е %Ш изе Фе ситепе сопсер5 оЁа ргороз1опа! 
Гогтша, а с1а5з1са| ‘адщюозу ап поп-с[аз51са| {аию]о2тез, зедиепь, зедиеп( 
зузетз Юг поп-с[азз1са| ргороз опа! 1о21с [8] ап@ ргооЁ сошр/ехиу [9]. 
Ге а5 гесаЦ зоте о пет. 

2.1. Тре сопу14егеа зедиептЕ зуетб. 

ЗедиепЕ зузбет 5е5 Ше АепоаНоп оЁ зедиепё Г > А уВеге Г 
(апбесе4ете) апа Л (5асседете) аге Ипие (тау Бе етрбу) зедиепсез$ оЁ 
ргоро!опа1 Копи ав. 

Еог еуегу Ююпиуа Сап@ ог апу зедаепсе оЁ Югти!аз Г Фе ахюот 
зсВете оё ргороз1юопа| шыийоп$Яс (РГ) зучет 1$ С,Г > С. Еог еуегу 
Гогпи аз А,В, Юг апу зедаепсе ог югтч]аз Г апа 5едиепсе Л, \сь 1$ 
етриу ог с0оп5$155 оЁ опе огпша, Пе 1о21с пез аге. 

а АЭВ,Г->А апа В,Г->А ыы А,Г-> В 


А>ЗВ,Г->А Г>А>В 
А, АУВ,Г >> Аапа В, АУВ,Г->А Г > АогГ > В 
и> — 
ДУВ,Г->А Г> АУВ 
А, АЛВ,Г >> ЛДогВ, АЛВ,Г->А Г > АараГ > В 
> 
АЛВ,Г->А Г> АлвВ 
—А,Г >> А А, Г > 


АА, Я 


Еог ргороз1опа| Ловап$$0п’$ (пшита!) зужет (РМ) ахлот зхете 
ап шЕегепсе пез аге 1е зате, Ба Л тизЕ Бе етриу [9]. Мое Фа Фе огдег 
ог ЮпичЙа осигепсез ш ащесе4дет$ (зисседеп$) аге иитаепа! ш абоуе 
$у${е11$. 

Тре ргороз1опа! попоюпе зует (РМоп), уПеге оу попоюпои$ 
1021са! Гапсйопз$ аге изе4 ог сопзйасНоп ог Юпиша$, \уе дейпе ЮПо\ 
[10]. 

ТВе ах1отз оРРМоп зузет аге А > А, | > Г,ГЫТ, 
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\еге А 15 апу ога, Г 15 зедаепсе оЁ Ююгишаз, Бу _| апаТ аге депоеа 
“Газе” ап “бла” ассогате]у 
Еог еуегу огишаз А ‚ В ап ог апу зеаиепсе оЁ Югищаз Г, Г’, А апа 


А Фе шЕтепсе гшез ате. 


С, ры. ый РТ. и А,В,Г- А 
АА ВАЛЬ ГАЗ” АЛЬ -А 
А,Г > Дапав,Г' - Л’ 
ты 
АМВ, Г, Г. > А, Д 
Г -ГА, А, Д Г - Г.А, В, А РГ Г-Л,А,В 
| ВО ооо МЕНЕЕ, оо ЗЕЕ о ОЕ ВЕБЕ 
(Е: ГЪГА, А ( 2 т ВАД. Эт ГА. О Р-ЛАМВ 


Г- Л, Аапаг > д’В 


В я 
(85) Г.Г -ЛА’,АЛВ 


Г-ЛААГ’>Д" 
Г.Г’ А, А! 


То аП абоуе зуз$ет$ сап Бе а4де4 саге оЁ шЕегепсе 

\е изе Ше ме Кпо\уп пойоп оЁ ргооЁ ш аП аБоуе зууетп$. 

Апу едете Г -> Д 1$ саПе4 1-уаПА зедиеп{ (М-уаПА зедиет, Моп- 
уаП4 зедаепЕ) 1 п 15 Чедисе4 ш ве зузет РГ (РМ, РМоп). Апу Югти!а А 
13 саПеа 1-аию]огу ог М-вашю]огу Ш зеаиепт! > А15 дедисе4 ш е 
соггезропате зузет РГог РМ. Апу Югиша АЭВ 1$ саПе Моп-ашю]о?у 
Г зедиет А >В 15$ дедисе4 ш Фе зубет РМом. 

Ге Г > Л Бе зоте зеацеть \Пеге Г 15 а зеацепсе ог Югтшаз 
Аз, А», ..., А, (Г > 0) апд А15 а зедиепсе оРюппч1а$ Вл, Во, ...,Вт (т > 0). 
Тве юЮгниша Юпп оЁ зеадиепе (Е.Ё.5.) Г > А 15 Ше Югиша Ффг-л, УВВ 1$ 
4ейпе4 изиаПу аз ЮПо\з: 

ПА, ЛА) Л... Л Ау > В: УВ. \ ...М Вит > 1, 
2) АА ЛА. Л... ЛА, >Е Юг > 1, т = 0, 
3) В. УВ. \ ...У Ви Юг [ = О апат > 1. 

Е 1$ ме]-Кпо\п Фаё Г - А 1$ с1азяса @атпийпот5ис, Лойап55оп ’5, 

топотопе) уаПа 5едиепе Пу их }.].5. 15 Сазяса! (тиийот5 ис, Лойап5боп ›5, 


топотопе) аи о[о5у. 
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| р Бапар’ 
Еог еуегу шЕегепсе пе = ( Е 


(Г) ве ониша ДЁ5. 2.5 5.Е (5.25 э.0'5(/5.Е)). 


Зотейтез \е’П зе {епт аию1оеу (уаЙа 5едиеп) ог аП фурез оЁ 





) ме саП туегепсе рюттша отт 


абоуе тепнопе4 {фапю]осу (уаП4 зедиепе) Кг ег. 

2.2. боте ргорегйех ораито[о2ле$ (уаПА 5едиеп:5). 

2.2.1. Раегттайуе @5ипсйуе потта/[ }огт5 

ЕоПо\лпе Ще изиа| {егилто|огу \уе са] Ше уама ез ап пезае4 
уапа Без Шега1$ ог с|аз$1са|! 1ог1с. ТВе соплатсё К (с1амзе) сап Бе 
гергеземе4 зпирИу аз$ а зе{ ог Шега15 (по соплапсЕ сота1п$ а уапаЫе апа Из 
пегайоп зппиЦапеоч$ у). 

Ш [1,2] Фе Пома поНопз \еге шёгодисеа Гог с1аз$1са1 1оэ1с. Еасв 
ог ше ипадег-тепйопед ит\уа| 14епниез Юг а ргорозопа! опиша у 1$ 
саПе4 герасетеп1-гтше: 

0&4 = 0, 4&0 = 0, 184 = 4, у&1 = у, 0уф=ууу0=у, 
1У] =1]\У1=1, 
О>у=1у>50 = —],15у=фу>1=1,-0=1, 

—1 = 0, = = у. 

АррПсайоп оЁ а герасетеп-пе 1ю зоте \ог@ соп$158 ш Ше 
гер!астпе оЁ зоте 15 заб \уогд$, Вауше Фе Ююгт оЁ Фе Пей -Вап4 14е оРопе 
о Ше аБоуе 14епийез, Бу Ше соггезропате иов-Вапа з14е. 

Ге ф Бе а ргорозопа1! Юогтша, Р = {р1,р., ..., ри} Бе Ше зеё оРаП 
уачаез оф, ап Р’ = {р;,Рь,, -...Р„} (1 < т < п) Бе зоте забзес оЕР. 

Пей! оп 2.2.1.1. Слуеп о = {01,02,....0т} © ЕМ, Фе сопрапсе 
К = {ри ”1, р, "2, ..., рут} 1з саПеа ф — 1 — деегиитайуе (ф — 0 — деег- 
тшабнуе) 1 азз1епше 0;(1 <} < т) ю еаспру ап4 зиссеззтуе!у изте 
гер1асетепт{-гез уе оМаш Ше уаше оЁф (1 ог 0) шдерепдепйу оё Ше 


уашез ое геташте уапаез. 
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Рейш оп 2.2.1.2. ОМЕ О = {К\, К», ...,Ку} 1$ саПеа даегтипайуе 
ОМЕ (ООМЕ) Юг фИЁ ф=О ап4 еуегу соплшсе К;(1 <1<] 15 1- 
даегилтануе г ф. 

Рей оп 2.2.1.3. ОМЕ р = {К,, К», ...,Ку} 18 саШе4 деегиитайуе 
ОМЕ (АОМЕ) Юг фи ф =О ап4 еуегу сопрапсе К;(1 <<] 15 1- 
даегитануе Юг ф. 

Зоте агоитеп $ Юг Ше ЮПоулше аейш@оп уеге глуеп 1 [1]. 

Тре с1азяса 1аиоов1еу ф апа ф аге ятопё? еди \{ еуегу 
деаетттайуе сотипс! [ог ф 5 айегтттайуе сотипсЕ юг 4 апа усе уегжа. 

Е 15 поё ЧЕЯсо 0 ее, Фа АОМЕ г с1азз1са| фаию]огу сап Бе 
сопзбгаце 4иесИу. Аз Ше поп-с1аз$1са| уаПаИу 1$ деегтшеа Бу 
депуа6Ииу ш зоше ассог4ате]у ргорозНопа! ргооЁ зузет, Фе абоуе 
дейиоп ог АОМЕ г поп-с1аз$1са| фаию]о21ез 15 по{ аррИсаШе. ш [2] 
зоте а| отит Рог сопзгасйоп оРАОМЕ г с1азз1са! {ащю]о21ез оп фе Базе 
о Феш тезойоп теймаНоп$ \аз юлуеп. ТНе апао?лез оЁ АОМЕ Юг 
шби@о11$Яс ап4 ЛоБап$зоп’$ {а ю|0о21ез (ф — 1-д&егитануе ОМЕ апа 
ф — М-даепитануе ОМЕ ассогате]у) \уеге сопзкаце4 оп Фе Базе оЁ 
ргооё ш шаийоп15Яс ап шшипа| гезо[аНоп зузета$ [11], \уБеге \еге 
зво\меа, ш рагасщапу, абон? хаба М ез ий опе ог 4ои Ме пегайоп5 аге 
ше Шега5 ат 1-4еегпитайуе сотипсё апа р >1 апа (р >1) >1 буре 
югтшаб5 аге Шега5 тМ-даегттайуе сотипсё5. ТВе Моп-деегттайуе 
ОМЕ Юг еуегу Моп-{аию]огу АЭВ сап Бу сопзацеа Бу апа]огу оп Ше 
Базе оЁ зоте РМоп-ргоо ЮР зедиеп{ А-› В .Аз Шега!$ Юг топоопе 1051с 
сап Бе р* апа р’, Череп4те оЁ роз@хе ог песануе оссиггепсе оЁ уапае р 
ш Фе ах1от1$ о РМоп-ргоо Е зедиет А> В. 

Оейшоп 2.2.1.4. ОМЕ 15 саПед ЗОМЕ Гог а уаНа зедиепЕ И К 15 
ЧОМЕ Гог 1$ [.1.5.. 

Мат аейтйоп 1.Тре «азяса @тпипот5ийс, Лойап55оп’5) 
шиюозе5 ф апа ф аге топ? [у едиаТеуегу АБМЕ (1-АРМЕ, М-арМЕ) 
юг ф 6 аБМЕ (1-4АРМЕ, М-арМ\Е) юг ф апа усе уегза. Тйе сазясай 
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Чпиипот5ис, Лойап55оп’5, топоопе) уаПА 5едиетх Г > Аапа Г' > А' 
аге топ? 1у едиа еуегу АРМЕ (1-4АРМЕ, М-аБМЕ, Моп-арМЕ) рог Г > 
А & аБМЕ (1-аРМЕ, М-аБМЕ, Моп-арМЕ) рог Г" > А' апа усе уегжа. 

2.3. Еззепйа! зи боги! а$ 07 $аи6010521е$ (уаПа зедиет{$) 

\е вепегаПте Юг поп-с1а5$1са| ‘аию]ор1ез Ше пойоп оЁ е5зепйа! 
5иБ/оттша5, шбгодисеа шт [12]. 

Ге Р Бе зоте юга апа 5/(Р) Ъе Фе зеЁ оЁ аП поп-етешагу 


зябогти[а$ о ЮюгиШа Р. Рог еуегу Юга Е , Югеуегу фе 5/(Р) апа 


Гог еуегу уапаЫе р Бу Е, 15 Чепое@ Ше гези оЁ 1е тер!асетепЕ оЁ 1е 


за ога: ф еуегумвеге ш Ё ЪБу Ше уапаЫе р. И фе 5 (РЁ), Шеп Ру 
19:2". 

\!е депо Бу Га’(Р) Фе зеё оРаП уама ез ш Р. 

ей ют 2.3.1. [её р Ъе зоте уама Ме Фа ре ГаГ) апа 
фе 5/(ЁР) Юг зоте с1аз$1са| фащю]озу (1-4аию]оэу, М-ашю]югу, Моп- 
{ашю]озу) Ё’. \е зау ШаЕ Фф 13 ап еззенйа зиБуоттша т Е НЕЕ) 15 по! 


сазса!Чалю]о5у. 

Тре зеё оЁ еззепйа| зибогич[а$ п аию]озу Р’ууе епоке Бу Ез5 (Е), 
Фе питбег оГ еззепна| за Рогишаз — Бу №е55(Е) апа 1е зит 0Ё $12е5 оРаП 
еззепна1 зи6огишаз Бу Зе55 КЕ). 

ей оп 2.3.2. А {ацю]оу 15 са!е4 тиийта Е и 1$ поЁ а забзеайоп 
ога зпогег {ап ю]оэу. 

Оейш@юп 2.3.3. ЗедиепЕ Г -> Д 15 саЙе4 питта! уаНа 1 1$ ЮпиШа 
Гогт Фгьл 15 шшипа! {аи ю]юоэу. 

\е депо Бу 5(ф) Ше зеё оГаП Ююпич1а$, еуегу оЁ \ШсН 1$ гезиЙ оЁ 
зоте забзеайоп ш а тшипа!| фа ]0о5у ф. 

ЕЕ 1$ шила (аи ю]оеу, Феп Е55/(Р) = 5 (Р). 


Бейш опт 2.3.3. ТБе заб огиша Ф 1$ еззепна| Рог уаПа зедиеп Г > 


А ТЕК 15 еззепна| Юг Из Югища Югт. 
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Ргоро$ оп 2.3. [её Х Ъе зоте оЁ аБоуе ргооЁ зузет (\ИВ апа 
Ио сиё гШе), Р’Ъе а уаПА зедиеп{ ап4 фе Е55/ (Г) ‚, Шепа)ш еуегу Х- 
ргооЁ о А заБогиша Фф ти$( Бе еззепйа1 еПБег аё ]еа5ё ш зоте ах1от, 
ие ш ргооЁог 1 1.Ё.Ё. Рог зоте изе4 т ргооЁ шегепсе пеБ)еге 15 зоте 
сопзбапЕ с засв Фа Фе питьег оЁ еззепна| зибогиу]аз Гог еуегу ах1от оЁ 
У апа оЁ1.Ё.Е. Гог еуегу шЕегепсе гще оЁ У 1$ по тоге, ап с. 

Во зеайетеп ог 1$ Ргороз@юоп сап Бе ргоуе4 Бу питефае 
ехаттайоп еуегу оЁ ах10п1$ ап шЁегепсе г[ез ш еасВ оЁ абоуе зузетз. 
ТВе апа1020и$ 5байетеп$ Юг пад!опа| ргоо{ зузетл$ оё с1аз51са[ зуз{етв 
аге ргоуе4 т [12]. 

2.4. Ргоо? сотр!ехИу теазиге$ 

Ву | ф|] \е депое Ше 512е оГа Копии а ф, 4еЁпе4 аз пе питбег оРаП 
1о21са| $1215 ш И. Й 15 обу1ои$ фа Фе Ё&Ш 5$12е оЁ а Юпища, муЫсЬ 1$ 
ипаегзюо4 10 Бе Ше питБег оЁ аП зутбо[5 15 Боип4аеа Бу зоте Ппеаг 
КапсНоп 1 |Ф |. 

ш Фе Феогу оРргооР сотр!ехйу мо таш сБагасет$Нс$ оРе ргооЁ 
аге: {-сотр[ехйу (|епо1), дейпе4 аз пе питбег оЁргооЁ$%ерь, [-сотр!ехйу 
(517е), 4Чейпе4 аз зи оЁ $17ез Юг а Гогии]а$ ш ргооф [13]. 

Ге{ Ф Бе а ргооЁ зузет ап Г -› ДА Ъе а уаПа зедиете. \е депое Бу 
ео. " (®. ^) Фе тшипа! роз Ые уаше оЁ1-сотр/ехиу ([-сотр!ехиу) юга 
Ф-ргоов о Г->Д. 

Мат Бейтшйоп 2. 5едиепЕ ргоо} зуяет Ф 15 саПе4 1-топоюпоиу5 


(1-топоюпои5) [рог еуегу заПА 5едиет: Г > Д апа рог еуегу зедиет 


Гл > Д1 зисй пай ФГ, д, Е5(Фг-д) а, 19 д). 





3. Мат Вези 5 
3.1. АихШагу $етепб. ВеЮге \уе ргоуе Фе тат еогегиз, аё Ягз 
\е ти отуе зоте еазу ргоуе4 аихШагу заетеп!. Ге! и$ сопз1Аег е 


ГоПо\уше зедиепсе$ оЁ зеапепт 5: 
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п 


ИО и 


п 


Е, -р-флФ^@л. ^^), 


п 


ЕР = р—а\рл(рл(рл...Л Флр...)), 


п 
рр ть. 
С"=р—>(рлр)Урл(рл(рл...л Флр)...)). 
Гетитта 3.1. 
а) ТВеге аге сопз{ап с/, с2, сзапася засв, а% Гог еуегу п 
во < О" < с2ап4 [риот <сзп, т < с4п. 
Ь) ТВеге аге сопзап А/, 2, Кз апач засВ, Шфа% Гог еуегу п 
ЕЕ. > Кт,бр, > оп апа в. > Азт2, (Е. > ААИ?. 
Ргоо{ оЁ рошЕ а) 1$ обу1ои$у. КеаПу Гог еуегу и зеацетЕ Ди сап Бе 


ргоуеа ш РМоп аз ЮПо\ 
р-р 


п-1 


р>ррУ (ру ФУ... ФУР... )) 
рп 
Еог еуегу и 5едиепе С» сап Бе ргоуе4 ш РМоп аз ЮПо\ 


р > рапар >р 
р>РЛл В. 
рорлррлФл@Фл..^ФЛР...)) 
[р 
Еог ргоуше оё рошЕ Ъ) пое Ша г еасВ 7 (139<пи) Фе Ююпиша 
: 

Рл(рл... Л Флр)...)) 15 еззепйа Бой Юг Е» апа ЕЁ», егете 
Ме55 Е„)>п, Мез5 (Еи)>п ап4 5ез5 КЕ» )>п? /2, Зе КЕ» ) >п? /2. Мом ме 
11051 и5е Ше $аетеп оРБо рошб Нот Ргороз1опа! 2.3. Л 

СогоПагу. АБоуе за{етеп Юг зедиеп Д» апа Ё» аге гие ш ®е 
зузетз РГапа РМ аз ме. АБоуе за{етепт Гог зедиеп5 Сапа Рлаге {гие 


ш Фе зу$ет$ РМ апа РМоп а$ \еЦ. 
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ТБЬеогет 1. а) ТВе шиийотн с, Лойап55оп’5 ап топоопе уаПа 
зегиеп5 Эиапа Епаге зтопё]у едта|. 

Ь) Еог еуегу оРГаБоуе тепнопе4 зу%ет ХТ (\И ап4 Поп сиё ше) 

5,, = О(Папа 15, = О(п), Бик, = (папа, = 9(п?). 

Ргоо?. [1 1$ поЕ @ЕЯси Е о ее Фа 1-АРМЕ оЕ )папа Е плз {—р, р}, 
М-армЕ о)папа Еп15{р >41, (р >1) 54}, апа Моп-армМЕ оОкапа Е» 
15 { р’, р}, ШегеРге зесчет$ Оиапа Еваге эхопе1у еда. 

РгооЁ оР рот 6) ЮПо\з Нот СогоПагу оЁ Гептпа 3.1. 

ТБЬеогет 2. Еуегу оЁ абоуе тепйопе4 зузетз 7 (\И апа уоцЕ 
си ге) 1$ пейег {-топоюпоиб пог [-топоюпои$. 

Ргоо?. [ 1$ по{ @РЯси Е 10 зее фа{ Гог еуегу и зедаепЕ Ел 15 пшипа! 
уаПа зедаепе ап4 сотгезроп4 те зедаепе С» 1$ тез оЁ забзиивоп ш Ри. 


Егот СогоПагу оЁ Гетта 3.1. И 1$ ЮПо\м фай 2: = 0(Т)апа 1, =0(п), Би 
Е;, =О(папа 1, = О(п?). 


4. 015си$$10п. \!е угапЕ о поте, ах Юг еуегу и Ше зедиеп( С»15 гезай 
о зиб5Иеаноп ш Ше офег шшима| уаПЯ зедиетё рр лр)\а, 1- 
сотр!ехйу ап4 [-сотр]ехИу оЁ \сь 1$ Боипаеа Бу зоте сопз{ап ш аП 
абоуе тепнопе4 зузетз. \!е сап шиодисе е ЮПоули» 4ейшиоп: Ше 
5едиет ргоор зумет Ф 15 саЦПе4й 1-5топ?у топоопои5 (Т -5топйу 


топоопои5) 1} рог еуегу уаПА 5едиепГ > Д Шеге 15 пита! уаПа 
зедиет Г1 > Д1 зисй Ша Фг-лЕ 5(Фг.-л,) апа г. < а 
(8 аа и. л)- ® 15 иегезипе ю шуезирае ше РЮюПо\лиз ргоШет: аге 


Фе аБбоуе поп-с1азз1са| зузета$ аз \ме| аз Фе с!азз1са| зузёетз оп ]у 
топоюпои$? И зеет$ {фа} апз\уег ппи$( Бе розйуе. Апа|о201$ ацезНоп ог 
{тее Шке ргооЁ5 \’аз зме4 ш [14]. шуезИеаноп оЁ 1$ адшезНопз$ аге ш 


ргосе$$. 
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О РЯДЕ СВОЙСТВ НЕКОТОРЫХ ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ ВЫВОДОВ НЕКЛАССИЧЕСКИХ ЛОГИК 


А. Чубарян, А. Карабахиян, Г. Петросян 
АННОТАЦИЯ 


В данной работе мы исследуем: 1) отношения между сложностями 
выводов строго эквивалентных тавтологий и 2) отношения между слож- 
ностями выводов минимальных тавтологий и результатов подстановки в них 
для некоторых пропозициональных секвенциальных систем интуиционист- 
ской, Иогансоновской и монотонных логик. Доказано, что 1) строго экви- 
валентные тавтологии могут иметь совершенно различные сложности выво- 
дов в одной и той же системе и 2) результат подстановки может быть выведен 
проще, чем соответствующие минимальные тавтологии, следовательно, 
рассмотренные в этой статье системы не монотоничны ни по шагам, ни по 


длине выводов. 
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Ключевые слова: строго эквивалентные тавтологии, минимальная тав- 
тология, секвенциальные системы выводов, величины сложностей ВЫВОДОВ, 


монотонические системы. 


02 ПО ЦчЦь ЗГООЦРИЪПЬБОЗПРУОСГЬ ЦОПЬЗЮОЗРЬ 
2АсчЬ ПГПС 2ОООЧОГУЬГЬ ОВ СОГФ 29$чПЬоЗПЬооЬГЬ ОЧОРЬ 


Ц. Этриплий, Ц. Лиршриталий, 9. Пепрпилий 
ЦОФПФШУ 


Орце шо [папориеотарту ЧЕ@р Беилаарио | Бар рашотророб риал, 
Зпбарар @ чрара шрабоароочоуото рр заоцрацре Бао про? 
Бао ара6роти 1) араш Бадбардбр бобра ао нею рр чарумаботи- 
ЧЫрр рарпоно ото Ерр Блароар6 ротор Ор 0 2) Барлар роет рр Урал. 
бойлара роте Брр И Иру 9р9 шБешротеар аитаа9Ччлб чаручцабоьи- 
рр рарооцорота рр Урой: ОчаотоЧЫ Е, ор 1) Чрибоцо Бао араброьи 
прах Бабардр ботбоаро ото рр зарилабоц а рр бхарол 6 оао. 
Болауея  иларрерриариочют бр @ 2) мБотрща@ шриротаррь Чарол Е 
араб Е а чара, ри Чара аоцешаролото отр, ББ бларолр, ио 
Богфабрь и прумарО Ч аб Бао лара ро Чобоаой р $6 05 ра зарилаб ай 
Ральрр, п> рам Ирма Ерароце ай: 

2рЧишриор продл Бодборд6р бобра ло обр, УБЫрУан бо 
бары на рта р, арилабос а рр чБоЧЕорач Баба арабр, арумабоьи- 
ЧЫрЬ рардоцерда@ Чебонорюта р, Чойолор О Бабра: 
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УДК 517.518.23 


ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ И ПОЧТИ 
ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТЬ В ТЕРМИНАХ 
СРАВНЕНИЯ ПОДМНОГОЧЛЕНОВ 


В.Н.Маргарян 
Российско-Армянский университет 


уасрагап.тагеагуап@уайоо. сот 


АННОТАЦИЯ 


В работе найдены необходимые, достаточные условия гипоэллиптич- 
ности и почти гипоэллиптичности в терминах подмногочленов исследуемого 
многочлена. 


Ключевые слова: гипоэллиптические, почти гипоэллиптические мно- 
гочлены, сравнение многочленов. 


Пусть М — множество натуральных чисел, №, = М {0}, Мо (и Ем ) 
— множество и-мерных мультииндексов @ = (@,....@,), где @ = 


(1=1....,п), В" — п -мерное вещественное эвклидово пространство то- 


чек 2=(&,...&), а С"= В" МВ", Р=-1. Для ёе В" и @ае № 
1 


обозначим 4 =(2+...+ 2}, мена и СОА 


©! ›-..>261 


Пусть Р(&)= и — многочлен с постоянными коэффициентами, 


[24 
где сумма распространяется по конечному набору мультииндексов 
(Р).= {ие М, у, #0} 
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Определение 1. (см. [}, определение 11.1.2 и теорема 11.1.3). 
Многочлен Р называется гипоэллиптическим, если для любого 


Е М, 





@ * 0 при|& | < 


|2“ _ Дек : 
1+|Р(& | 1+|Р(& ) 





— 0. 


Определение 2. (см. 2]) Многочлен Р называется почти гипо- 
эллиитическим, если с некоторой постоянной С > 0 


Ур“ < С(Р(] +1), &е ^". 


Определение 3. (см. В] ) Скажем, что многочлен Р мощнее мно- 
гочлена (функций) Ои запишем, что ОР, если с некоторой по- 
стоянной С>0 |0(5] < С(Р(&) +1) СЕ К". 

Теорема 1. Пусть многочлен 


Р(&’,6,)=Р )= 2.7.5", = (6... 6.) 


почти гипоэллиптичен. Тогда 
р — 7=0,...,т:= шах@,,(@,@,) о (Р)}, где 


= 2476 Е’, 1=0,....т 


(а, )Е(Р) 


2) Р,-почти гипоэллиптичен как многочлен от &”. 
ры 
Доказательство. Так как, очевидно, что Р, = — (5. ”,0), 
Л 
1= 0.1,....т, то в силу условия теоремы с некоторой постоянной 


) =еА"", то 


С, >0 имеем, что |Р;( 





== гтр:РЕ ср, 





есть Р, <Р,, /=0,1,...,т. Этим утверждение пункта 1 доказана. 
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Докажем утверждение пункта 2. Для любого @’е №" с неко- 


торой постоянной С.>0 в силу условия теоремы имеем, что 











В < С (Р(2'.0)-+1)= СР, (]-+Ь ЕВ", то 
есть Р, — почти гипоэллиптичен как многочлен от &’. Теорема 
доказана. 


Лемма 1. Пусть Р(Р) и О(Ё) (Е А") — многочлены с по- 


стоянными коэффициентами, те №, гЕ М, г<т. Если многочлен 


т 
Р гипоэллиитичен и || <Р, то при |=” о 


ро) /|1-+РЕ) 


Доказательство. Утверждение леммы при г=0 непосред- 








ственно следует из работы [4]. Докажем утверждение леммы для 
1<„<т-1. Обозначим через 4ь(”) расстояние точки &е А"' от 
множества "с В Р(2^)= 0} В силу леммы 10.4.2 работы [|] с 


некоторой постоянной С! > 0 имеем, что 














УрО а 0’, Сао +] Рек" |и|54, 
где для данного многочлена 4 и числа, 4(Е +); № | "а 22 ий] 


Отсюда, в силу условия леммы на основании лемм 10.4.2 и 11.1.4 


работы Ю с некоторыми постоянными С, С, С, > 0 имеем, что 


|= 


тг 





У роб" < С, зав’ +1) +] = < С," < 








< с, (Р()+]", Ре. 
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Так как, в силу условия леммы, 4»(&”) > © при |=) — ео (см. [|| теоре- 


ма 11.1.3), то отсюда непосредственно получаем утверждение леммы. 
Лемма 1 доказана. 


Следствие 1. При условии леммы [, когда 
1<<т-1 |[0(е’) РЕ) |-> 0 при|| > ==. 


Доказательство непосредственно следует из леммы 1, так как из 





условия гипоэллиптичности многочлена Р имеем, что Р(&^) > о при 


Е 


>>>. 








Лемма 2. При условиях леммы [, когда 


и т- Е —>> при ИИ 26” 
НЕ) ” 


Доказательство. Предположим обратное, что существуют число 


с. 














>> ®. 

















С>0О и последовательность {= т Е А" —> <о При 5 —> < для ко- 








торых 





& 
п 


1+ 





рог] 
2+) 


Очевидно, за счет перехода на подпоследовательность последователь- 


СЕ 3 (1) 











ности | ра возможны следующие случаи: 


1) существует постоянная М > 0 такая, что 

[2 
2) существует постоянная М > 0 такая, что 
&<М,5=1,2,..., (Е) 
3) |; <М (=) —> © при 5 -> =. 


В случае 2) в силу следствия 1 при 5 -> < имеем 





ЗМ, 5 =1,2...., 





| >= при 5 —> ©; 














—> © при 5 > ©; 
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"И 


ет ©) 


< 


7 + ^^ 























что противоречит оценке (1). 
В случае 1) с некоторой постоянной С, =С, (М, 0) >Опри 5 —> > 
р не 2. с 


| 
< РУ 
| 1+ О 
п 


57-1 





























что опять противоречит оценке я 


В случае 3) в силу леммы 1 приз -> < имеем, что 


_ [бро "р 


























‚= —>0. 
+2) 
Пусть & =И02"7, 5=1,2,... Тогда с применением неравенства 
Гелдера при 5 —> © имеем, что 
А и ИИ ИЕ т-г 
= и рю] 
< < 
(2) 1+6 "Ре = 














т 1 
Иа И и 

<—+—— 0,20, 0. 
т т 


Полученное соотношение противоречит оценке (1) и доказывает спра- 


ведливость утверждения леммы. Лемма 2 доказана. 


Теорема 2. Пусть Р(&)=Р(&’, хе) где Р, гипоэллип- 


т-] В 1=ъ...т-1. Если 





тичен как многочлен от &’, Р, ()=1 и 


с некоторой постоянной С >0 
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т 


1+[Р() >С», 


1=0 


‚ бЕЁ", (2) 





>В) 





то многочлен Р гипоэллииптичен. 


Доказательство. В силу работы 6] достаточно показать, что 


при —> < 


ре 1+|Р(&)] 0. (3) 


Очевидно, что для доказательства соотношения (3), достаточно 


показать, что для любого 5, 0<5<т при|# >< 


И (2-0. (4) 


В силу оценки (2), соотношение (4) эквивалентно следующему 


|6 


> рр) 





соотношению: 


>= 0) 





2.) 








рев / 1+5; 


При / = 0, так как Р, (”)=1 имеем, что 





Ур] — Урь) 
ЕЕ < [= = : > 
+ [ЕР(=) 1+, +[Р,(57) 





ый 


и 














когда Я —> <=. 


При / = т, так какР, (^)=1 имеем, что 
[= < 
+У ЕР) 1+ 
70 


т-—1 


т ох 
<" +. (7") 























когда Я —> <=. 


Пусть 1<и<т-1, тогда 
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7-1 


+ 


с 


1+" + 











РЕГ. РР) 
Ре] +8) 











хр.) › 


- < 
Ее) 























о 
1+ 








п-1 
"РР, 
[= 
6, ь к |, (7) 
Е —> <, то для доказательства соотношения (5) для [<г<т-1 доста- 


&.| [В 
с." + 6, Р.(”) +В (5) 


Предположим обратное, что для некоторого и,:1<и<т-1 су- 





Так как в силу леммы 2 при 1<г<т-1, —>0 при 











г 














—0, когда Е —> <=. 





точно показать, что 
1+ 
























































ществует постоянная С, > 0 и последовательности {= | ЕК", |-> о 
при |5] —°, для которых 
"1 
в.) 
г ы - ‚{) о (7) 
НЕ +, |+) 
Из оценки (7) следует, что Р. (=))= 0, 5=1,2,... . За счет пере- 


хода на подпоследовательность последовательности = | возможны 
следующие два случая 
1) || = при 5 —> °; 


2) существует число М > 0 такое, что 


С 








В случае 1) имеем, что при 5 —> © 
2 В, (У) РЕ 
=.) ©) 


п-1 














т 


+ 


Ш 








1+ 


г 
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В случае 2) имеем, что =) — < при 5 —> < и следовательно, в 
силу следствия 1 получим 
2. (=)] мВ.) 
"Е, ©) +1) +) 


Полученные соотношения противоречат оценке (7) и доказы- 


п -1 

















т 


+ 


п) 


1+ 























вают, что при 1<г<т, верны соотношению (6). Этим утверждение 


теоремы 2 доказано. 
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НУРОЕПИЛРТТСТТУ АХО АЕМОЗТ НУРОЕГЛАРТТСТТУ 1 ТЕКМ$5 
ОЕ СОМРАВТЗОМ ОЕ 5ОВРОГУМОМТАТ $ 


Г. Магзагуап 
АВУТВАСТ 


ш 5 рарег, Пе песеззагу, заЁЙслет соп@юоп$ Юг пуроеШрисИу апа 
ао БуроеШрисйу аге юпа шт {еплз оЁ Фе забро]упопта[5оЁ Фе ро[упопта! 
ипаег заду. 

Кеу\мог4$: ВуроеШрыс, ато вуроеШрис роупопа]5, сотрайзоп оЁ 


роупопта[5. 


2ЬЯОТЬЯ$РЧОБоЗПРОС 1 ДООЗГЗО 2РОБТЬЯ$ ЬЧПВЮЗПЬоС 
БъеПРОЗОСоИСТЬгГЬ ООО $ 193 Ц% $56 ГОБОоСГПЧ, 


Ч.5. Ошрашплий 
ПЦОФПФПЬО 


Цао рот доб Чиаб Ба Бао Нралор ое @ Балбаруда Бродо- 
НБаюар ода сааБрладЕоа, рафарлар дали Беилаароо Чо раад- 
Чалотуал Ь Бароарола ата р о бруроеЬро4: 

рр 6р о Броо Нал о о, Бадборую БродоНРарллсобо а рола- 
Золота ар, ра опаж а ррр. Бла олоо о отб: 
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УДК 512.624.3 


ОМ ТУУО КЕРВЕЗАМТАТТОМ$ ОЕ СОЗЕТЬ 


А. Мта5уап 
Уетеуап эиие Итхуегуйу 


азйот.ттазуа @ втай.сот 
АВЗТВАСТ 


п 15 рарег о @егепЕ гергезетайоп$ оЁРа созей (аЁбте забзрасе) оуег а 
Бойе Ве]а, Бу зует оЁ Ппеаг еапаНопз ап4 Бу гоо{ ро]упопта15 аге дезсте4. 
Ао тт$ © апзЮгт Ёот опе гергезеайоп ю апо@ег ап4 у1се уегза аге 
ргезетеа. 

Кеуумога$: Ппеаг а1оебга, созеф, гоо{ ро]упопта]. 


1. тегодисбоп 

Ге Е, Бе Фе Нпие Не!4 оЁ 4 е!етеп5 апа Е’ Бе Ше уесюг зрасе оЁ 
Читепз!оп п оуег Р,. А со5е! оЁ забзрасе [ ш Е’ 13 а нап ае о Г, 1.е. а 
зе + Ё = {и+х | хЕ Г} Юг воще уесюг у. 

Апу К-аптепз1опа| созеё т Е’ сап Ъе гергезете4 аз зеЁ оЁ зоайопз 
ога сецат зузбет оЁ Ппеаг едиайоп$ оуег Е, оЁтапК п — К ап4д м1се уегза. 


а11Х1 + @12Х2 + -*` @1пХи = Вл 
@21Х1 + 422Х2 + -** @2пхи = В? 


(1) 


ЯтлХл + @т2Х2 1 ** @ттХхи = Вт, 
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Е Фе гапК оЁ Фе зузет (1) 15 п — Капа И Ваз а ]еа5ё опе зоГаноп 
Феп Фе зобоп зе Гоги а созеё ор 4птепз1опт К. Тре Ппеаг заб5расе оРе 
созеё 15 Ше зойоп 5её оЁ Ше сотезропаше Котозепеой$ зубет 
(В: = В =. =В, =0) 

АпоШег гергезеайоп оЁа сое! 15 шно4дисеа ш [1, 2]. Ешие Ве!а 


Едт сап Бе гераг4е4 аз уесюг расе оЁ 4ипепз1оп п оуег Е, (Е"). Ге 


{В9, В4°, 29°, ..., в9""} Бе апогта! Ба$1$ оРРа" . Опе сап свеск [3] Рог ве 
ех1${епсе оРа погта| Баз1$ ап4 ап а1еогИт тю Ипа И. ТВеп \е Вауе Фе 
паага| 1 — 1 соттезропдепсе: 
и = (191, ---, 9.) Е Е >В +9289 + уз В9” + .-. 
т, 9" "ЕЕ (2) 

\Ме изе а попта]| Баз1$, Бесамзе а!еогИ ил 4езсге4 Беге ежепзуеу 
изе Ше орегаНоп оф га15те 4-в ро\уег оЁ Не! е]етеп!5. ТБе орегайоп оЁ 
га1зте 10 1е ро\уег 4 (ап4 сопзеаиепйу апу ро\ег а") ше погта| Ба$15 
13 фе сусПс 3 ое соеЁйслет6, зшсе 

794 = и, В + т. ВЧ + ув" а та = (и, 54, **-, 7-1) 

УЛ еасВ созеё Г ш ЕРу' \е аззослае а ро!упопа1 

Рь(х) = Паеь(х — а) (3) 
\ВтсЬ 15 саПе4 пе гоо{ ро|упопиа! оё Г. 

То д&егише Фе павхге оЁ гоо{ ро|упопиа[5, \е пее4 о 1ооК шю Ше 
ащютогрВ1$та$ оР Рап оуег Ру. А$ 15 \еЙ Кпоугт [3], еасВ ащютогр1$т 
Ваз ве Ююгт фи: х > х1", упеге 0 <т<п- 1. Апу Ппеаг сотЫтаНоп, 
у соеРйсетё Йот Рот ОР Шезе п ащютогрЬ1$11$ сап Бе \упеп аз а 
ро[упопма| оуег Кап ОЕ ертее ай п10$1 4” *. Зисв роупопиа[ аге Кпо\уп 
аз Оге ро[упопта|5. ЕасН Оге роупопиа1 р(х) шдисез а Ппеаг орегаюг оп 
ЕГ оуег Е). п Рас, аЙ Ипеаг орегаюгз оп Е’ ате 115 мау. А зиире соци 


геуеа1$ Шаё Шеге аге (4”)” 


. Оге ро]упопа15, е зате питБег аз Ше 


питьЬег ори Хх п тантсез оуег Е 
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ЕоПо\улие ас аге ргоуеп ш [2]. 
Ргерочйоп 1 
ТВе гоо{ роупопиа| оГа К-Чилеп$1опа! Шпеаг забзрасе [Г оЁЕ/" 15 ап 
Оге ро[упопта] оЁ деотее а". 
Ргерозйоп 2 
Апу поп-7его {епт оЁ 1е гоо{ ро|упопиа| оЁа К-дитепз1опа| созе! 
шЕ7 Ваз дестее 0 ог дертее 4”", \Веге 0 < т < К. 
ТЕ 15 а зб зрасе ап4 С = и + Г 1за созеь Феп рс(х) = р (х-— т) = 
р, (х)—р,(#). ТЫ$ теап$ Фа е гооф ро]упопа| оЁ а созеё 1$ Оге 
роупопиа1 р№а$ а сопфап “ег. 
ВеПо\у \е 4езсге а1еогИтл$ ог гапзогтайоп$ Бебуееп Фе абоуе 


тепйопед &\\о гергезеайот$ оЁ созей. 


2. Сопзегасйп? гоо{ ро]упопиа] Вот Пе зу$ет о? ециайоп$ 

Ге а зует оРедиаНоп$ оЁ Ююгт (1) гергезеп! а К-аптепз1опа| созе 
ш Е. Опе мау ® йпа Ше гоо{ ро!упопа1 1 {ю зоуе фе зу$ет, зегаП а” 
зоиНоп$ ап ти!р/у аП {егил$ ш Юопиша (3), Би 1$ тау пой Бе ргасиса!1 
Гог Тагое созе. 

Апоег арргоасн 1$ ю изе е те@о4 оЁ ипае{етите4 соеЁРЯслет. 
СоеЁЙслеп$ оЁ Ше гоо{ ро[упопта| аге сасиае4 изше Из ргорегиез. 

р(=) = 24° + А. 24“ "+... + Ака + Ака 
Репое р'(2) те Ботосепеоц$ рагё ое гоой ро[упопта1. 
р(2) = 29" + 4,24“ *+..-+ Ак 

А$ пое4 аБоуе, И 15$ ап Оге роупопта| умен еуашае$ ю 0 оп 
е]етеп$ оЁ Фе зибзрасе оЁ Ше созе!. Гей е1, -*: , ех Бе а Ашдатетша! Баз1$ 
оРзомНоп$ оРШе Вотозепеоц$ зузет (1) апа В Бе опе ое зошоп$ оЁ 
Фе зубет. ТБозе сап Бе Ююип4 изше Саязай ешитайоп аеогИйт. 
ет, **‚ ек ап4 В аге уесюгз шт Е". \е тезаг4 ет аз Не!4 @етеп5 изте ше 


сотгезроп4епсе (2). ТВе юПо\уше зузет оЁ Ппеаг едиайоп$ №0145: 
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р’(е!) —- е, Ч" +А:е, 9” * +... + Аке1 —- 0 
р’(е2) — е4^ + А:е>9" * +... + Аке> — 0 


р’(ек) = е, 1" + Ае, Ч“ "+... + Аке, = 0 
Тре зу$бет Ваз а ипаие зоаНоп Бесаизе и Ваз гапк К, офегузе 
е1,..',ек \ошША по! Бе Ба$15. А1,-:-,Ак аге сасиае4 изше Саазз1ап 
епттаноп а!еогИ т. 


Ак-л 15 са|си ед изте Фе с 


р(Б) = БЧ" + А.Я" "+... + АКБ Ак 


3. Сопзбгисйпе зу$ет оГефиайот$ йгот Пе гоой ро]упопиа1 

Г 1$ оуеп а гооф роупопма! р(2) = 24" + А129°* + .-- + Ак2 + 
Ак+1. ТВе золоп её оЁ уесюгз оЁр(2) = 0 1 а созеё шт Ру’ оЁ Читеп$10п 
К. \е Йпа Ше зу$ет оРедиаНоп$ о гп (1) {Вай гергезет! Фе созей. 

[Е за РасЕ ШаЕ Ботосепеой$ рагё оЁ гоо{ роупопиа! р(2) = 24" + 
А129°* + .-- + Акр 15 ап Оге роупопта| \расВ 1$ Кпо\уп © Бе а Ппеаг 
орегабог оЁтапК п — К оп Е’. [15 <еаг аё фе Кегпе! о Фе орегабог 15 е 
Плеаг зиб5расе оР\е созе". 

\е изе Ше шаблх тергеземаноп оЁ Фе Ппеаг орегаюг. Шей 
{89 В9°, ВЧ”, -.. ВЧ" } Бе Ше попта| Ба$1$ оР Рот. Сотезропдепсе (2) 1$ 
и3е4 о Нп4 уестог гергезетайноп$ оЁ Не!4 е]етепв. Е ме Ип4 Ше уашез 
оЁ\е орегабог оп Баз1$ еетеп. 


р’(В) = (Вил, --*, Ват) 
р’(В9) = (Вэл, **, Вт) 


' п-1 ° 
р (Вч ) = (Вил; Ви, 
Мо\ Ше уаше оЁ Фе орегафог оп апу уесюг (хи, -*, хи) сап Ъе 


сайсшае4 ш фе ЮПомите мау: р(хи, ---, хи) = р'(жаВ + х› ВЧ +... + 
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х,В9" ") = х.р’(В) + х2р' (89) + -“х,р’(В9"). Тре шафлх Юпи оЁ 


орегаог р’(2) мошЯ Бе: 


В11 ‘*° Вил\ /Х1 
р’, :--, хи) = Риз зы Риз — 
В" “ Вт/ \ 
ИЕ Ак: = О, „Ул Феп ра, -**, хи) = Р'@а, хи) + Обь, Ур). 
\!е 201 Фе ЮПо\лпе: 


РО, 2 ‚Ха. =0 = Р’(хл, ”*, хп) = —0%, а у») 
Апа Фе зузет оРедиайоп$ Юге Фе созе{ уошА Бе 


611 Вил 1 71 

В12 ° Виз а: |1 

Вая м бпп Хп Тв 
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О ДВУХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ СМЕЖНЫХ КЛАССОВ 
А.В. Минасян 
АННОТАЦИЯ 


В данной статье описаны два представления смежного класса (аффин- 
ное подпространство) над конечным полем. Это система линейных уравнений 
И корневой многочлен. Описаны алгоритмы Для трансформации одного 
представления в другое. 

Ключевые слова: линейная алгебра, смежный класс, корневой мно- 


гочлен. 
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АННОТАЦИЯ 


В настоящей работе исследуется один класс квазилинейных 
интегральных уравнений с суммарно-разностным ядром. Доказывается 
существование однопараметрического семейства неотрицательных 
нетривиальных и ограниченных решений данного уравнения. Вычис- 
ляется предел построенных решений в бесконечности и, тем самым, по- 
лучается нелинейный аналог одной теоремы из работы [1]. В конце при- 
ведены частные примеры указанных уравнений. 

Ключевые слова: уравнение Вольтерра, квазилинейное уравне- 


ние, ядро, предел, итерации, монотонность, сходимость. 
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Введение 
Настоящая заметка посвящена исследованию следующего квази- 


линейного интегрального уравнения Вольтерра: 


со 


Ро = [се -® (+5) (/® +х(ь г) 4ьх>0 (1) 


относительно искомой вещественной функции /(х). 

Интерес изучения таких уравнений связан с исследованием нели- 
нейных граничных задач для псевдо-дифференциальных уравнений, 
возникающих в р-адической теории открыто-замкнутых струн (см. [1- 
2]. 

В уравнении (1) ядро 1 удовлетворяет следующим условиям: 

т(т) > 0О,тЕВ*, тЕ [. (В+) пПЁ.(В*), (т) 1 потнаВ*, (2) 


| исраЕ= | т2и(т)ат < +0. (3) 


В случае Х(Е, и) = О, Е Е В\, иЕ В уравнение (1) исследовано в 
работе [1]. В этой работе доказано существование неотрицательного 
нетривиального монотонно неубывающего непрерывного и ограничен- 
ного решения. 

В настоящей работе с использованием этого результата при опре- 
деленных ограничениях на функцию х(Е, и) мы докажем существова- 
ние однопараметрического семейства неотрицательных нетривиальных 
и ограниченных решений. Более того, докажем существование предела 
в бесконечности для каждого решения из этого семейства. 

В конце работы будут приведены примеры функций Х(Е, и). 

1. Формулировка основного результата 

Относительно функции (Е, и) предположим выполнение следую- 
щих условий: 

1. Х(Е, и) удовлетворяет условию Каратеодори на множестве В* х 


В*+по аргументу и, т.е. при каждом фиксированном и Е В* функция 


А.Х. Хачатрян, В.М. Кахкцян 35 





Х(Е и) измерима по В ЕЕ В*и для почти всех Ё Е В* непрерывна по и 
на В*, 
П. Х(6 и) > 0, (Ем) Е В*Х В+, существует 5ир (и) = =(®, 
и>0 
где Е [1 (В+) п [.»(В*),=(® > 0, при > +®и 


со 


| сЕ(БаЕ < +, 
0 
Ш. (ви) ТпоинаВ*. 


Основным результатом настоящей работы является следующая 

Теорема: Пусть ядерная функция %(Р) удовлетворяет условиям 
(2) и (3). Тогда, при условиях Г)-П) уравнение (1) обладает однопара- 
метрическим семейством неотрицательных нетривиальных и ограни- 


ченных решений { Л, О причем для любого у > 0 существует 


ип. 60 =У. (4) 
Более того, если у:,7>2 > Оиу, > у»>, то 
и. 20 > 1, (),х > 0 (5) 


и для любого у > 0 
1/0) = 0. (6) 
2. Доказательство основного результата. Примеры функций 
Хи). 
Наряду с уравнением (1) рассмотрим следующее однородное 


уравнение типа Вольтерра: 


ф(х) = [се -хФ-э(Е+х)у(ОаьхЕВ* (7) 


относительно искомой функции ф(х) , где ядро у удовлетворяет усло- 
виям (2) и (3). 

Из результатов работы [1] следует, что однородное уравнение (7) 
обладает неотрицательным нетривиальным монотонно неубывающим 


непрерывным и ограниченным на В* решением ф(х), причем 
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4(0) = 0,4(х) > 0, прих > 0, т ф(х) =1. (8) 
х>+о 
Теперь рассмотрим следующее неоднородное линейное инте- 


гральное уравнение Вольтерра: 


со 


Ф(х) = 9(х) + | (Е -х)Ф(ОавхЕВ* (9) 


относительно искомой функции Ф(х), где свободный член 9(х) имеет 


следующую структуру: 


со 


= | (Е х)=Е(БавхеЕВ* (10) 
Хх 
(о функции (Е) см. в условии П). 
Из свойств функции 7 и & с учетом теоремы Фубини (см [3]) сле- 


дует, что 


со 


ЧЕ Г. (В*) п [(В*), т. (9) = | х9(х)ах < +00. (11) 
0 
С другой стороны, т.к. =(Е) > 0 при # > +00, то из (10) следует, 
что 

Ша, 9(%) =0. (12) 
Таким образом, в силу (11) из результатов работы [4] следует, что 
неоднородное уравнение (9) имеет неотрицательное суммируемое ре- 
шение Ф(х). Заметим, что это решение обладает также следующими 

свойствами: 
ФЕ[Г„(В\)и „Шт Ф(х) 0 (13) 


Действительно, из (9) в силу (2), (11) и (12), имеем 


со 


0 <$(х) < $ир 9(х) + $ири(х). | Ф(БаЕ< +0, 
х>0 х>0 
Хх 
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0 <$Ф(х) < 9(х) + 5ири(®). | Ф(аЕ -> 0, прих > +, 
120 
0 


откуда немедленно следует (13). 
Теперь для уравнения (1) рассмотрим следующие последователь- 
ные приближения: 
ее | (Е —х) - (Е +х)) (то +х (6 <), 48, 
п+1 
Хх 
(14) 
ОО О, ухе 8% 


где у — произвольное положительное число, а ф(х) — нетривиальное 
неотрицательное решение уравнения (7), обладающее свойсвтами (8). 
В силу неравенства "(Е —х) > у(Е+х), (6х) ЕВ*ХВ* и не- 
отрицательности х(Ё, и) (см. условие П) индукцией по п нетрудно до- 
казать, что для любого у > 0 
Е Со Т поп. (15) 
Ниже докажем, что 
ЕС < уф) + Ф(х),п = 0,1,2,..., ХЕ ВТ,у>0 (16) 
Действительно, при п = 0 неравенство (16) сразу следует из неот- 
рицательности функции Ф(х). Предположим, что (16) выполняется при 
некотором натуральном п. Тогда, учитывая условия П), Ш), формулы 


(9), (10), из (14) в силу индукционного предположения будем иметь: 


7) < | Фе 2 +5))04® +Ф® + хер 


+ Фа < 


со 


<у | (вех) -в@а+х))у(ОаЕ+ | "(Е — оФ(баЕ+ 


х 
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со 


+ | (®С —х) — и(Е+ ху) х(Е, уф + Ф(Ю) а < уф(х) + 


Хх 
со со 


+| (Е —х)Ф(БаЕ+ | (Е -— хух(Е, УФ + Ф(Ю) а < 
< уф(х) + | (Е —х)Ф(БаЕ+ | и(Е— хХ)Е(ВаЕ = уф(х) + Ф(х). 


Индукцией по п легко можно проверить, что каждый член по- 
следовательности функций И является измеримой функцией 
по х на В*. Это следует из условий 1, (2) и (3). 

Из монотонности и неотрицательности функции Х(Ё, и) следует 


также, что если у!,7> > Оиу, > у»>, то 
— > Нео > (у т у2)4(х), п — 0;1,2, ...Х Е В! . (17) 


Таким образом, из перечисленных свойств следует поточечная 
х у В 
сходимость последовательности функций {Г в при п> о: 
Пт Е’ (о) = Г"(х) , причем {7 (х), согласно предельной теореме Б. Ле- 
> 


ви, удовлетворяет уравнению (1). 


Из (15) и (16) следует, что 


уф) < <) < уф) +Ф@),х Е В*,у>0 (18) 
В неравенстве (17) устремляя п -> с9, получим 
До — ГР) > (и ф-т), х Е В*. (19) 


Учитывая (8) из (19), приходим к (5) и (6). Так как И ф(х) = 
х>+о 
1, Шт Ф(х) = Ото из (18) следует, что 
х>+о 
Пт ДУ(х) =У. 
х>+о 
Таким образом, теорема полностью доказана. 


В конце работы приведем несколько примеров функции Х(, и), 


для которых выполняются условия Г) —-Ш): 
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в. — ‚а>0, Е ЕВ+ХК+, 


и+ 


В. Х(Еи) = се" (1 —е\),с> 0, (Е и) ЕВ* ХВ\, 


А. Х(Е, и) =е 


а и(1-е \) 
1+3 и+1 





СИЕ = ‚9 >0, (Е и) ЕВ* ХА*. 


Авторы выражают глубокую благодарность Х.А. Хачатряну за об- 


суждения и полезные замечания. 
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Ереванский государственный университет 
5йопоуап@.узи.ат 
АННОТАЦИЯ 


Рассматривается теория перехода спираль-клубок в гетерогенных био- 
полимерах (полипептидах и полинуклеотидах). Теория основана на Обобщен- 
ной Модели Полипептидной Цепи (ОМПЦ) с применением метода отжига с 
ограничениями (сопзфбаше аппеаПп>). Получено выражение для свободной 
энергии гетерополимера через соответствующим образом усредненную 
трансфер-матрицу гомополимерной модели. На этой основе получены выра- 
жения для параметра порядка. Получен алгоритм построения кривых плавле- 
ния (включая и дифференциальные кривые плавления) гетерогенных биопо- 
лимеров. Показано уширение интервала перехода по отношению к гомополи- 
мерному. 

Ключевые слова: переход спираль-клубок, гетерополимер, бимодаль- 


ная гетерогенность, ОМПЦ, метод отжига с ограничениями. 
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1. Введение 

Явление перехода спираль-клубок как переход порядок-беспоря- 
док в биополимерах интенсивно исследовалось, начиная с 1960-х годов 
1-7] и до сих пор является предметом пристального внимания [8—15]. 
Чаще всего переход спираль-клубок моделируется в приближении двух 
состояний на основе различных модификаций модели Зимма-Брегга, в 
основе которых, в свою очередь, лежит модель Изинга [16—19]. Альтер- 
нативный подход состоит в расчете свободной энергии одномерного 
раствора стыков между спиральными и клубкообразными участками 
[6]. Эти теории являются среднеполевыми в том смысле, что гамильто- 
ниан модели содержит параметры, уже усредненные по конформациям 
макромолекулы и растворителя. Так, например, параметр кооператив- 
ности вводится как статистический вес стыка между клубкообразными 
и спиральными участками [6]. Однако, различными авторами представ- 
лялись некоторые теоретические модели как для полипептидов [20-22], 
так и для полинуклеотидов [9—13], без использования приближения 
среднего поля. Более того, некоторые модели применялись для описа- 
ния плавления гетерополимеров и на их основе получен ряд важных ре- 
зультатов [1-19]. Однако некоторые проблемы остаются неизученны- 
ми. В частности, описание плавления гетерополимера не рассматрива- 
лось с микроскопической точки зрения. 

В предыдущих наших публикациях [23—27] была представлена 
микроскопическая модель, описывающая переход спираль-клубок, в 
основу которой положена модификация модели Поттса с многочастич- 
ным взаимодействием. Данная модель названа обобщенной моделью 
полипептидной цепи (ОМПЦ). В рамках этой модели для гомополиме- 
ров получен ряд принципиальных результатов. На основе ОМПЦ с при- 
менением микроканонического метода нами был получен ряд интерес- 
ных результатов для гетерополимерного случая [28]. В данной работе 


метод отжига с ограничениями развит для аналитического описания 
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кривых перехода в биополимерах с двумя типами повторяющихся еди- 
ниц. Для описания гомополимерной задачи, используется уже много- 
кратно применявшаяся модель ОМПЦ [23-27, 33-34] в том числе и для 
гетерополимерного случая [28]. Далее нами была рассмотрена пробле- 
ма перехода спираль-клубок с гетерогенностью по энергии образования 
пар оснований [33] и гетерогенностью по числу конформаций [34] с ис- 
пользованием метода отжига с ограничениями (сопзгаште аппеаПп) 
[29]. 


2. Метод отжига с ограничениями 
Для исследования перехода спираль-клубок с гетерогенностью по 
энергиям нами был использован подход, разработанный М. Зегуа и 
С. Раадт в [25]. Следуя [25], свободная энергия системы с заморожен- 
ной случайной последовательностью повторяющихся единиц оценена 
на основании отожженного среднего статистической суммы с соот- 
ветствующими ограничениями. Данный подход является вариацион- 
ным и может быть реализован с использованием неопределенных мно- 
жителей Лагранжа. Согласно [25], свободная энергия может быть оце- 
нена как 
> (Ти) > (2.1) 
где Ги /^ — замороженная и отожженная свободная энергии из расчета 
на нуклеотид, соответственно: 
9(Т,и) = — КвТиц2 (зеа)ехр- #49), (2.2) 
Здесь 7(5е4) — статистическая сумма биополимера с замороженной реа- 
лизацией последовательности 5е4, а а(5е4) — соответствующая само- 
усредняемая замороженная величина. Здесь <...>а» означает среднее по 
функции распределения для последовательности. В дальнейшем дан- 


НЫЙ подход будем называть методом «отжига с ограничениями». 
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3. Вычисление свободной энергии 

Рассмотрим гетерополимер, состоящий из повторяющихся еди- 
ниц двух сортов, например, для ДНК — СС-и АТ-пар. При этом, предпо- 
лагается, что сорта повторяющихся единиц выбираются статистически 


независимо. Свободная энергия такой системы выражается в виде 
М 
Е = —КьГ(15р [(;) О 
1=1 


Здесь С!— трансфер-матрица 





е” 0 
0000.0 0 (3.2) 
С. = 
оо0о0о0 0 
О е^ 
е^ 





где, И; энергия образования водородной связи 1-й компоненты гетеро- 
полимера, К;‚=мО; и О;- число состояний 1-й компоненты [10—14]. 
Причем С:=САс вероятностью х и С:=Свс вероятностью /-х. 
Введем спиновую переменную с = +1 таким образом, что 
С (а; = 1) = (4, ((д; = —1) = (в (3.3) 
При этом, <0; > а, =2х—1, где х- доля повторяющихся единиц типа 
А. Таким образом, первичная структура будет выражена последователь- 
ностями чисел +1. Тогда 
Л =Л +а;:Д), К; = К + да: ДК, (3.4) 
А+ 


ТА+Л ТА-Л КА+К 
где ==, == —®, Ко =—5—®,АК = 


КА-К 
-^ В Тогда, согласно 


работе [29] и формуле (3.1) 
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Е = —КьТ5$р(хехр-“@А"С/ + (1 — х)лехра8#Сь)М, (3.5) 
где и — вариационный параметр, а а — определят ограничение, которое 


выбирается простейшим способом: а(в) = (д; - (0;)). Отсюда, после 
Е 


несложных преобразований [30] в термодинамическом пределе, имеем: 


—Е 
() = = = и(о;) + ш(хехр”#" + (1 — х)ехр/) + 
+ А; (ехр/, ехрк) (3.6) 
где 1 — максимальное собственное число трансфер-матрицы С(е/, е^), 
а 
(ехр+#/) хехр—#*А/ + (1 — х)ехри-^/ 
ехр/ = —_—_—_—_—_ ехр/^ м 
(ехрАЛ) хехр^/ + (1 — х)ехр-^/ 


хехр-#+К+(1-х)ехри-К 


К — К 
ехр^ = ехр`° 
р р хехр_#+(1-х)ехри 


(3.7) 


Поскольку выражение (2.1) дает нижнюю оценку свободной энер- 
гии цепи с замороженной последовательностью, нам необходимо найти 
максимум свободной энергии Ё(и) или минимум приведенной свобод- 
ной энергии (3.6) по параметру и. Поэтому значение вариационного па- 


раметра определяется соотношением 


99 _ 
„= 0 (3.8) 


Для этого мы строим зависимость (Ти) от и при фиксированной 
температуре и находим значение и, соответствующее минимуму приве- 
денной свободной энергии. Перебрав все значения температуры в ок- 
рестности перехода спираль-клубок, у нас будут все соответствующие 
значения параметра и, что позволит, согласно выражению (3.7), полу- 
чить усредненное значение параметров трансфер матрицы (3.2), после 
чего вычислить приведенную свободную энергию (3.6). Таким образом, 
для каждой температуры мы будем иметь соответствующее значение 


свободной энергии. 
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4. Степень спиральности 
Из определения степени спиральности 0, как параметра порядка, 
следует [23, 24, 30] 


_ да _ дла 
9 = ета (4.1) 


Для получения температурного поведения степени спиральности 
можно воспользоваться численным дифференцированием выражения 
главного собственного числа /^1 по обратной температуре, однако мож- 
но воспользоваться унитарным преобразованием трансфер матрицы и 
получить аналитическое выражение для степени спиральности 6, что в 
рамках ОМПЦ для гетерополимера [2, 3, 24] определяется аналогично 


гомополимеру соотношением 
7/ 
_ ОСТ), 


Здесь И и Г - левые и правые собственные векторы матрицы С с 


9 (42) 


переопределенными согласно (3.7) параметрами е’ и е^. Матрица С" 
определяется как матрица С с элементами равными нулю, кроме эле- 


мента 1,1: С, _ С. 0.060, \1 — максимальное собственное число 


для матрицы С’. Итак, для гетерополимера каждому значению темпе- 
ратуры соответствует параметр ц, затем вычисляется 0. Таким образом, 
на основе приближения отжига с ограничениями в общем виде получен 
алгоритм вычисления кривых плавления двухкомпонентного случайно- 
го гетерополимера с различными соотношениями между компонента- 
ми. Алгоритм позволяет предсказывать точку и интервал плавления та- 
кой системы, как ДНК с различным @С-составом. Следует отметить, 
что данный подход может быть применен и к большему числу компо- 


нент. 
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5. Результаты и обсуждения 

На рис. 1 изображена кривая перехода спираль-клубок в гомопо- 
лимере из повторяющихся единиц типа А(1) и кривая для гомополимера 
из повторяющихся единиц типа В (2), а также кривая для случайного 
гетерополимера (АВ) (3). 

Из кривых плавления видно, что интервал перехода для гетеропо- 
лимера значительно больше, чем гомополимера. Более того, расчет по- 
казывает, что интервал плавления гетерополимера остается достаточно 
большим даже при пренебрежении интервалом плавления гомополиме- 


ра [30]. 





1.0 


0.6 


0.4 


0.210 0215 Т 0.22 


Рис. 1. Кривые зависимости степени спиральности 9 (Т) от температуры Т при 








следующих параметрах теории: О4=71, Ов=51, Цл=1, Цв=0.8, х=0.4 и А=4: 1 
кривая плавления для гомополимера В, 2 — кривая плавления для гомополимера 


А, 3-— кривая плавления для гетерополимера, состоящего из мономеров АиВ. 
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Рис. 2. Кривые зависимости ДКП дифференциальной кривой плавления 5 








температуры Т при следующих параметрах теории Ол=71, Ов=51, Ил=1, Цв=0.8, 
х=0.4 и Д=4: | — кривая плавления для гомополимера В 2 - кривая плавления 
для гомополимера А, 3 — кривая плавления для гетерополимера, состоящего 


из мономеров А и В. 


Для большей наглядности мы построили дифференциальную кри- 
вую плавления при тех же параметрах (рис. 2) путем численного диф- 
ференцирования кривой 1. Мы также провели анализ кривых плавления 
для случая гетерогенности с числом компонентов больших, чем 2, од- 
нако качественно кривые плавления не сильно отличаются от бинарно- 
го случая. Во всех случаях кривая плавления гетерополимера лежит 
между кривой с максимальной и минимальной температурами плавле- 
ния соответствующих гомополимеров [30]. Расчеты дифференциаль- 
ных кривых плавления показали, что эти кривые могут иметь один или 


максимум два пика при любом значении числа компонент и поэтому 
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случай и=2 качественно отражает плавление гетерополимера (рис. 2). 
Отличие дифференциальных кривых плавления заключается только в 
том, что при большем числе компонентов два пика проявляется более 
резко (рис. 3). Для качественного исследования поведения гетерополи- 
мера (определение точки и интервала плавления), поэтому и=2 для на- 


ших рассуждений достаточен. 


35 


30 


40/4 


10 


0,05 0,10 0,15 


Рис. 3. Кривая зависимости ДКП дифференциальной кривой плавления трехком- 
90 
понентного гетерополимера „„. от температуры Т при следующих параметрах 


теории: хд=0.4, хв=0.2, хс=1-0.4-0.2=0.4, 
(4=0.53, Ив=0.2, Ис=0.3, Од=71, Ов=51, Ос=61. 














Итак, поскольку бимодальная гетерогенность в рамках нашего 
подхода выявляет все качественные закономерности кривых плавле- 


НИЯ, МЫ В дальнейшем будем останавливаться на этом простом случае. 
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Далее, мы получили кривые плавления для бимодально гетероген- 
ных биополимеров, гетерогенность которых обусловлена либо только 
различием энергий водородного связывания, либо гетерогенностью по 
числу конформаций. Если параметры энергий ./ и числа конформаций 
О были выбраны таким образом, чтобы при обоих типах гетерогенности 
гомополимерные температурные кривые были бы идентичны для этих 
двух типов гетерогенности. Показано, что общие свойства кривых плав- 
ления совпадают, в обоих случаях интервал плавления примерно оди- 
наков. Дальнейшие исследования предполагают изучения свойств 
плавления гетерополимеров на основе данного подхода с учетом взаи- 
модействия с растворителем, как это нами было сделано для гомополи- 


мерного случая. 
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НАНОПРОВОЛОКИ ИЗ АРСЕНИДА ГАЛЛИЯ 


В.А. Хачатрян 


Российско-Армянский университет 
уату.Кпасйатуап1990@етай.сот 
АННОТАЦИЯ 


В работе представлена аналитическая модель нанопроволоки (НП) из 
СаАз с радиальным р-п-переходом, имеющим структуру типа ядро-оболочка. 
Данная модель позволяет изучить влияние поверхностной рекомбинации на 
фотоэлектрические характеристики солнечного элемента (СЭ) на основе НП. 
Результаты показывают, что малое напряжение холостого хода, часто наблю- 
даемое для подобных солнечных элементах, частично вызвано явлением по- 
верхностной рекомбинации на боковой стенке НП. Причем, влияние поверх- 
ности возрастает наряду с ростом радиуса НП, что связано с увеличением от- 
ношения поверхности к объему. 

Ключевые слова: арсенид галлия, поверхностная рекомбинация, на- 


нопроволока, солнечный элемент. 


1. Введение 
В настоящее время интенсивно исследуются полупроводниковые 
НП с большим отношением длина/радиус, также проводятся разработ- 


ки полевых транзисторов нового поколения, датчиков и СЭ [1-3] на их 
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основе. Методы синтеза НП, в частности метод роста пар-жидкость- 
кристалл, достигли такого уровня, что позволяют включить в полупро- 
водниковую матрицу несколько материалов и сформировать единич- 
ную или массив НП с осевым или радиальным р-п- гомо (гетеро)- пере- 
ходом. Это открывает новые возможности для понимания и использо- 
вания таких уникальных физических свойств указанных систем, как: 
электрические или фотоэлектрические свойства, биологическая и хи- 
мическая чувствительность, возникающие, главным образом, из боль- 
шого отношения поверхности к объему [4]. НП соединения А\ВУ могут 
выращиваться на несогласованных подложках, таких, как: $1, для реа- 
лизации недорогих, но высокоэффективных фотоэлектрических уст- 
ройств. Сообщается о многих недавних достижениях в выращивании 
наноструктур как на основе кремния, так и соединений типа АШВУ [5]. 
Одним из наиболее известных явлений в НП является чувстви- 
тельность к свету, которая позволяет эффективно использовать их в ка- 
честве фотодетекторов и СЭ. Особый интерес представляют коаксиаль- 
ные структуры, в которых легированное НП-ядро окружено оболочкой 
противоположного типа легирования, образуя р-п-переход в радиаль- 
ном направлении. Общая физика устройства более или менее идентич- 
на физике стандартного СЭ с дополнительными преимуществами, зак- 
лючающимися в том, что р-п-переход располагается вдоль длины НП, 
в результате, разделение носителей заряда происходит в радиальном 
направлении, а поглощение падающего излучения в более длинном — 
осевом направлении. Другими словами, такая вертикально выровнен- 
ная НП позволяет получить взаимно перпендикулярные направления 
поглощения света и сбора носителей и, следовательно, обеспечить эф- 
фективный сбор носителей в оптически толстой НП. 
Экспериментально доказано, что радиальная структура СЭ позво- 


ляет получать отличный фотовольтаический эффект и поэтому может 
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использоваться как источник энергии для различных наномасштабных 
электронных и оптоэлектронных устройств [6]. 

Однако все экспериментальные реализации СЭ на основе НП из 
СаАз показывают низкие значения напряжения холостого хода Уос 
(менее 0,4 В при стандартных условиях освещения АМ 1.5С() по срав- 
нению с обычными одиночными или поликристаллическими планар- 
ными элементами, где Уос типично 0,6-0,7 В [7]. 

Два физических эффекта могут быть ответственны за уменьшение 
абсолютной величины У\ос в радиальном СЭ. Во-первых, оптимальные 
структуры СЭ должны иметь радиус ядра и оболочки, приблизительно 
равные диффузионным длинам неосновных носителей, также их уро- 
вень легирования должен быть достаточно высоким, чтобы НП данного 
радиуса не исчерпывалась полностью. При радиусе НП меньше шири- 
ны истощения, падение напряжения на р-п-переходе быстро умень- 
шается при уменьшении радиуса. Во-вторых, малое значение Уос выз- 
вано высоким уровнем рекомбинации фотоносителей в области объем- 
ного заряда и на боковой поверхности. Роль поверхностной рекомбина- 
ции увеличивается при увеличении отношения поверхности к объему 
НП. Поскольку введение 1-слоя между р-ядром и п-оболочкой в экспе- 
риментальных структурах СЭ не приводит к значительному улучше- 
нию Уос [6, 8], в настоящей работе рассматривается поверхностная ре- 


комбинация как основной механизм, вызывающий спад значения Уос. 


2. Описание модели 

В работе рассматривается нанопроволока с радиальным р-п пере- 
ходом из СаД$, которая показана на рисунке 1. 

Рассматриваемая НП имеет радиус В и ядро с р-типом проводи- 
мости радиуса Ко. Нанопроволока освещается сверху, и свет поглощает- 


сявп-ир- областях, а также в слое пространственного заряда, в резуль- 
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тате чего имеет место генерация неравновесных носителей заряда. Не- 
равновесные носители заряда, созданные в нанопроволоке, будут раз- 
деляться в поперечном направлении существующим в нем р-п перехо- 
дом. Разделенные р-п переходом фотоносители участвуют в формиро- 
вании фототока. В тех случаях, когда радиус НП меньше диффузионной 
длины, объемные рекомбинационные потери малы, но в этом случае 
большую роль играют рекомбинационные потери через поверхностные 


центры. 








Рис. 1. Нанопроволока с радиальным р-п переходом (вид сбоку и сверху). 


Для обеспечения полного поглощения света необходимо, чтобы 
длина нанопроволоки была больше глубины проникновения света ©". 
В этих условиях можно обеспечить максимальное поглощение света и 
разделение носителей заряда. 

В дальнейших расчетах рассматривается спектр солнечного излу- 
чения АМО, который представляет из себя излучение абсолютно черно- 
го тела при температуре Т‹=5800 К. Следовательно, плотность падаю- 


щего потока фотонов равна [9]: 
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Е ВВ (0) 
АЯ т 
Я (ге -=1) 


ге  А=2лйс?(В,/г) =4.05-10*м/сек, Б=йе/к=1, 4388.10? м-К, 


Вс=6.96-108м — радиус Солнца и г =1.5:10И м — среднее расстояние 
между Солнцем и Землей, В — постоянная Планка, с — скорость света, К 
— постоянная Больцмана. 

Таким образом, коэффициент генерации электрон-дырочных пар 
в точке 7 равен: 

АС = (4). е “АМ, (1-Е), (2) 
где а — коэффициент поглощения и А- коэффициент отражения. 

Для расчета фототока в радиальном р-п переходе необходимо оп- 
ределить зависимость между высотой потенциального барьера и шири- 
ной области объемного заряда. 

Для определения зависимости потенциала от координаты необхо- 


димо решить уравнение Пуассона в цилиндрических координатах [9]: 











ам р зизА+а, 
с ЕЕ (3) 
9/9?) 71 ем 
р 4 К -@ <'< В 
2) 

аф аф 

рН Ч =0,—^ =0, 

а’ Т=А +0 г т=А-@ (4) 

оп оО р 


ф(№+@,) =-ф, (В, -@,)=0. 

Используя соответствующие стандартные граничные условия (4), 
где опти ©р— ширины области объемного заряда в п- и р- областях соот- 
ветственно, - диэлектрическая проницаемость, е — элементарный заряд 
и 50 — диэлектрическая постоянная, МА и №р — уровни легирования об- 
ластей ядра и оболочки, окончательно для юр получим [11]: 

ут =хшх+ 0-я) ш@-х) 


: (5) 
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где введены обозначения: :-|1 6, ].7- Г Е Ма: и Ут - 
К е?М№, В? е п; 
тепловой потенциал (Ут = КТ/е), п; — собственная концентрация. 
Для СаД$ (п=2,1`10° сп?) с уровнем легирования Ма=М№=10' си? 
при комнатной температуре получим: 
С мм 


у. | 
е п 


ы 


= 0.9Т. 


Определяя значение хо из уравнения (5), найдем ширины ОПЗ в п- 


и р- областях НП: 
@, = В, -(1- ух}, (6) 
а, =. ({-ж 1. 


3. Вольт-амперная характеристика 
Рассмотрим НП, которая излучается сверху световым потоком (1). 
Решая уравнение непрерывности для п и р областей с учетом соответст- 


вующих граничных условий, получим [11]: 


; 14 А 
в. 0<7<А-@ о Ц. К -+@, << В 
е а" т, еб т, | (7) 
р Ар(В, + @,) = р,(е* 1) 
ео. ад | 
Аи( К, @,) п,(е 1) ? р г. 5,(р-р,) 
Ч" |„-в (8) 


где Ал и Др - концентрации неравновесных носителей заряда, 5р— ско- 
рость поверхностной рекомбинации,?т,, — время жизни неосновных 


носителей, У — приложенное падение напряжения, Т =300К. 
Таким образом, для фототока в р- и п- квазинейтральных областях 


получим: 


В.А. Хачатрян 61 





АГ = 2лер, р Е и т. (1-е) АМ, в 


л-)5- Л 
л.5-Л 








А =2лВ,е), -т,(1 е ")АМь. 


где введены обозначения: 


№ -@ № +0, К < 
В = = ^, В, = ‚в =т 55'=5, 7, /Д,, 


п р р 





[л, Гр, )пи Ор - длины и коэффициенты диффузии неосновных носите- 
лей. 

Л=К, (В) 1, (р,)+ К. (В) 1 (В), 

Л, =К(В,) 1 (В,)-К(В,) 1 (В,), 
1 (В,)-К,(В,) 1 (В), 


о,[,Кои К!-— цилиндрические функции Бесселя. 
В полупроводниковой НЦ также имеют место процессы генера- 


ции и рекомбинации в слое ОПЗ: 
АГ? =де(В.-(В.-@,)*)- (1-е “АМ, 
АГ = ле((В,+ 0, - В). а-е “АМ, 
пп, В АТ 


Цет,Е(Вь). 


где Е(Ко) = еМАКо(1-хо)/2 = &0 — максимальное значение электрического 


1? (У) = 


поля приг = Во. 
Следовательно, выражение для полного фототока: 


в ле. №, Е и), ВР, (ЛД 1 (= | 
| № 1) №  №.5-Л 2 Ю 





где №» = | — ^^ 44 - суммарный поток поглощения НП. 
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4. Результаты и обсуждение 

В работе исследована зависимость фототока и напряжения хо- 
лостого хода от радиуса и скорости поверхностной рекомбинации для 
СЭ на основе единичной СаА$-НП при различных значениях скорости 
поверхностной рекомбинации. 

Рис. 2 показывает зависимость фототока от радиуса ширины ква- 
зинейтральной области оболочки НП. Из графика видно, что с ростом 
ширины п- оболочки имеет место рост значения фототока. Это объяс- 
няется ростом области поглощения фотонов и генерации электрон-ды- 
рочных пар. Начиная с некоторого значения отношения (В-Ко-@®»)/Тр, 
фототок достигает насыщения, что обусловлено влиянием объемной ре- 
комбинации. Из рисунка также видно, что имеет место значительное 
уменьшение значения фототока, связанное с ростом скорости поверх- 
ностной рекомбинации: при (В-Во-@в)/р=1 с ростом бр с 103 до 106 


см/сек фототок спадает на =29%. 


Р—оо силлетЕ (1) 





№7 з5ей зла ((®-Ко-ни)/Г р) 


Рис. 2. Зависимость фототока от ширины квазинейтральной области 
оболочки для различных значений скорости поверхностной 


рекомбинации (СаА$-НП). 
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На рис. 3 показано изменение напряжения холостого хода от ши- 
рины квазинейтральной области оболочки НП для различных значений 
скорости поверхностной рекомбинации. На графике видно, что влияние 
поверхностной рекомбинации велико в области малых радиусов НП, 
при значениях радиуса больше диффузионной длины, поверхностные 
эффекты становятся несущественными и значение напряжения хо- 
лостого хода достигает определенного постоянного значения. Подоб- 
ный существенный спад значения Уос под влиянием поверхностной ре- 
комбинации является основной причиной низкого значения КПД в СЭ 


на основе НП с большим отношением объем/поверхность. 


030 


Орел сои чоНаре Фок (№) 
Е С 


-- $2 = 10 а/с 


0.15 не $Р = 168 сти /зес 





02 04 25 03 10 12 


№ 15 зав ((К-Ку-ни)/Г р) 


Рис. 3. Зависимость напряжения холостого хода от ширины квазинейтраль- 
ной области оболочки для различных значений скорости поверхностной ре- 
комбинации (СаА$-НП). 


На рис. 4 показана зависимость напряжения холостого хода от 
скорости поверхностной рекомбинации. Влияние поверхности прояв- 


ляется особенно сильно для НП с радиусами меньше диффузионной 
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длины. Для НП с радиусом порядка Г», 2Г.р спад значения Уос очень 


мал. 


Суре опа мое Рой 





$ 
р 


Залебее сесЕНЕЕатиакны. кобе ВЕЛ, 


Рис. 4. Зависимость напряжения холостого хода от скорости поверхностной 


рекомбинации (СаА$-НП). 


Заключение 

Поверхностная рекомбинация приводит к резкому уменьшению 
фототока и напряжения холостого хода солнечного элемента, что, в 
свою очередь, влияет на эффективность преобразования. С ростом ско- 
рости поверхностной рекомбинации описанные выше явления стано- 
вятся более существенными. 

В работе была изучена одиночная СаАз$-НП с радиальным р-п-пе- 
реходом. Теоретический анализ выполнен для НП с большим диапазо- 
ном значений радиуса оболочки. Описана зависимость напряжения хо- 
лостого хода от скорости поверхностной рекомбинации для НП с раз- 
личными значениями радиуса, сравнимыми с диффузионными длинами 


носителей заряда. 
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МЕГОЕМСЕ ОЕ ЗОВЕАСЕ ВЕСОМВТХАТТОМ ОМ ТНЕ ОРЕМ 
ИВСШТ УОГТАСЕ ОЕТНЕ САА$З - МАМОУТВЕ ЗОГАВ СЕГГ5 
УТТН ВАБТАГ Р-М ОМСТЮМ 


Г. Кпасйагуан 
АВЗТВАСТ 


\!е Бауе 4еуе]оре4 ап апайуйс то4е! Гог Фе га] р-п-лапсвоп ш а СаА$ 
папо\лте (М\\) соте-5Ве| збгасеаге тю зва4у Фе ппрас! оЁ зигЁасе гесоттайоп 
оп рооюуоКа1с реоппапсе оЁ М\/ зо]аг се| у гаФа| р-п лапсНоп. Ц \а$ 
Гоипа Фа+ 1о\/ ореп сисий уоЦасе ехрегитешаПу овеп обзегуеа Юг засЬ зо]аг 
сеП$ рагйаПу сап Бе салзе4 Бу 1атое зитЁасе тесотбтайоп аЁ фе МУ! з14е\маП. 
Те гое оЁ \ШсВ 15$ шсгеазе4 аз фе Фатеетгз Бесоте зтаПег ап4 е гайо оЁ 
МУ\У/ зигЁасе тю уо[ате 15$ шсгеазед. 

Кеууог05: саШат агзеп4е, загРасе гесотбтайоп, папоуйге, зо]аг сей. 


ОИчеГиПр3 9036 ПЕЧПОРРоЦЗЬИЗЬ 49168 ПРоС 
САА5-ЁР Р-М ЧоЗОЧОР ЗОУПТОГЬ ЦГОЗРЬЪ РОБЭЪСГЬ 
ФПЗПАОТЧОХОЗЬУ ПОГООЗГОГЬ ЧГОЦ 


Ч. Ц. Плизиилрлий 
ПЦОФПФПЬО 


Порлалиллароу Бра 9Чиа6 дара Чотр` СаАз бояр Уре - 
Ва о Чарт Чабрит, 911] К лама Беилаари 1 Чар црчира рыЦоч- 
РРиорацр чаатеотиеуочар ароаура ророабрр филодиотомур а поолри- 
УбарЬрр Чра: Цоаанолаарр чартуотарот Ч иилаоЧЫ Е, пр дабр рад Бома@рр 
паротр Яо аротоЧабры ро ада ор иаб Е лоопр Чар ацире 
рые ааорацо], резр перо ЧЕбааои Е шрижбаабр форроада@р 9019- 
рарола 61 Чо бре оби ал Бллроар рол ореола оао: 

Рори 6р` дамрот И зараберт, Чаерооцроцра рыдоЧрраарла, 
биотар, зар бацро роро: 
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ХИМИЯ 


УДК 547.874.789.781 


ЗУМТНЕЗГ ОЕ ВНЕТЕВОСУСТШС ЗУЗТЕМ$ 
РЕВТУАТТУЕ$ ВАЗЕО ОМ 4,6-ОТАМИХО 5ОВУТТГОТЕО 
№!-(1,3,5-ТЕТА7Л\-2-УГ)ЕТНАМЕ-1,2-ОТАМИХЕ$ 


А.Р. Уепзоуап!?, 71. А. Азагуап!, Г.А. Рлагуап?, Е.А. Сйазагуап? 


'Ви;ап-Аттешап Итуег5йу 


2Мапопа[ Азтапап Итлегуйу ор Аттета 


ауепвоуап @ тай.ти 
АВТКВАСТ 


Оп Фе Баз15 оЁ 4,6-ФЧатто забзнииеа №'-(1,3,5-вчаят-2-уефапе-1,2- 
Чатте Фе зппре, ассезз15]е ап еНесйуе тешо4$ Юг Ше зупез1$ оЁ 
ЫваегосусПс зузетз депуайуе$ \И а сотЬтайоп оф 1,3,5-б1а7тште гте ми 
1,3-Фа70]е ог ит4ато]е субе ш Ше зате то[есше, ууеге сагпе4 от. 


Кеумог6б: 1,3,5-блатше, 1,3-Фа2ое, пи1Чато]е, ВеегосусПтаНоп, 


пеодисйоп 
Репуайуез оЁ Нуе- ап4 з1х-тетбегей Веегосус1е$ ехЬЕ а мае 


ЧФуегзИу оЁ ооз1са| асйуПу. А Тагое питфег оЁ сотроии4$ зупез1теа 
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оп Ше Баз1$ оЁ1,3,5-Н1ахше, ип1Ча2о]е ап4 1,3-@1а2о]е аге изе4 ш тесте 
[Папа шдазиу. 

ш асисиаге Ще 1,3,5-61атлие депуануез аге улде|у изе4, ташу 
40 сопёо| \ее4з. ТНезе шсаде сНого-, ИчогоаКу!-, тефоху- апа 
шефу 1о забзниие флатшез, шла’ттопе демуайуез. А зресла| расе 15 
оссиртеа Бу блату! опу[агеа Вегс14ез, \сН аге сБагасентеа Бу 
Ыо| еЁйстепсу, уегу 1о\у аррИсайоп гаёез ап4 1о\\ южсиу [2]. 

ТБе зресилит оЁ резис1Аа1 асйуйу оЁ 1,3-Нтат7о]е депуайуез 15 тиась 
тоге Чуегзе. Атопе Фет бе сКеписа| теап$ оЁ р!апё ргоесНоп аге 
Кпо\уп, УСН аге зе аз РаполслАез (еабохат, 1зоНапП, теиШоуах, 
ос Шпопе, Нлабепдато]е, Иитаплае, НинапИ, Чфла4оог), шзесис14ез 
(сотатат, — шиасо 17, ЧФ атефохат,  ШаргопП, 1а7ппсагь, 
Б1ас1орта) ап4 Басег!с14е$ (аптса 1ато]) [2]. 

Ргераганоп$ зупе517е4 оп Фе Ъа$15 оГ п ато|е а150 фаКе а ухопу 
расе атопз Фе резйс14ез изе4. А зепе$ оЁР ип1Ч4ахо[е депуайуез аге Кпо\уп 
апа улдеу изе4 аз апе1с14е$ (суато{апиа, Еепаптопе, епарапй, >1уо@ т, 
1ргоЧюопе, 15оуа]еФюопе, реЁлгахтогзе, Н1ахох1Ае) ап4 Вег1с14е$ (питата- 
тефаБепй, ппахатох, итахар1с, иптахаруг, птахадат, ипахефарут) [2]. 

Но\зеуег, ш фе Шегафиге Шеге 15 уегу Ее\/ даа оп Ше резис14а| ап4 
это\-геоайп» асйуЦу оЁ зас сотроип@з, ш УФН то[есцез Шезе 
Веегосус1е$ аге ргезеп( зппиЦапеой$ Ту. ш соппесйоп у 15, Фе ригрозе 
оЁ 1$ заду \аз о 4еуеТор зппр/е, ассезз1е ап4 еНеснуе теод$ Рог е 
зупез1$ оРа земез оЁ сотроип4$ УЛЕЙ а сотбтайоп оф 1,3,5-влатште гие 
ми 1,3-Нта7о]е ог ии14ахое субе ш Фе зате тоесше ю зеагсЬ ог пе\у 


резис1ез ап4 р!апё этому гезша‘югс. 


Веби 65 апа 915си$$10п 
Тре геасНоп оЁ пиша| 4,6-Фатато зибзициеяа №-(1,3,5-6латли-2- 
уе апе-1,2-Чатитез (1) УИ роа$зпат Шодатае апа вудгосонс ас14 


а от4е4 соггезроп4те 1юигеа 4епуайуе$ (2). Твелг ВеегосусПхаНоп у 
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еуУ1 2-сШого-3-охобщапоае апа 3-сШогорешапе-2,4-41опе 1е4 1ю е ВУ! 2- 
((2-((4,6-Чзибзиииеа-1,3,5-1а7т-2-уатто)ефуПатто)-4- 

тешту1ато[е-5-сатфоху|айез (3) апа 1-(2-((2-((4,6-Фзабзищед-1,3,5- 
ла7т-2-у]атто)еуПатто)-4-тефуЙШа7о1-5-уГ)еап-1-опез (4), гез- 











реснуеу. 
м 
о нм Рун 
н сос; а к —. 
нк № ню М км в о 
к и т 3 
ММ К$СМ ММ ь | ы 
в и в’ на РА оо нм Аи 
2 н.с^ЗИСсн ыы У он 
1 м М 
ве СН; 
я кв [6 
72 4 
й т 
(СНСО}>О у - 5 
О 
НМ ви`м” м 
Е. 6 "7 < в=В' = №СН5); 
_ №СН>СНЬ),О; 
ММ в М№СНо) 
а, 
ком к РЕМСО уу $ 
СО. б 
- Вим 4 


Оп Фе оШег рапа Бу ВаегосусИтайоп оЁ шШа| геахепе (1) ми 
сагооп @зиИае апа {пефуатте Фе сотроип4$ УИ а сотбтайоп оЁ 
1,3,5-блахше апд пи1атое сус1ез ш фе тоесше (5) уеге оматеа. Те 
теасноп ог Фезе сотроип4$ \И асейс аппудн4е ап4 Бептепе 1зосуапай 
аЁогаеа 1-(3-(4,6- Ч1зябзивиед-1,3,5-бла7т-2-у1)-2-@1охоши ато т-1- 
уе ап-1-опез$ (6) апа 3-(4,6-Ч15я6Нвиед-1,3,5-блатт-2-у[)-М-рВепу]-2- 
{ФохошиатопАте-1-сагрохапиаез (7). 

ш ММК зресба оРаП сотроипд$, 6\о этоир$ о $1епа15 аге обзегуе4 


Гог Пе ргоюп$ ог Фе ау! этопрз оЁ Ше атше 565 еп оЁ роз1оп$ 4 
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апа 6. ТЬ1$ 15 ехр!ашеа Бу 1е ргосез$ оЁ пдеге4 п\уегпа| гоайоп оЁ Фезе 
отоирз агоипа йе М-Ваегосус!е Бопд. ТЬ$ рВепотепоп 1$ 915сиззе4 ш 
деа| т [3]. ш ад4юоп, а зипПаг ргосез$ ог Бпдеге4 гоаНоп а|50 фаКез 
расе агоипа ®е апи4е Боп4 ш сотрочцид$ 6 апа 7, аз а гези оРусВ мо 
5е{5 оЁ ММВ 512па[$ аге а15о обзегуе4 ог е шеШу!| этоир оЁ Ше асу! 
забзиепе ап4 пе те уепе отоирз оЁ 1е пи!4атое гие. 


Ехрегитеша1 

Сепега] 

Тье 'Н апа С ММВ зресёга \уеге гесог4е4 аё 30 °С оп Уанав 
Мегсигу-300 (300 апа 75 МНЯ арргорпайеу) зреспотеег \уИВ $апдаг4 
ри! 5е зедаепсез орегайпе ш ше пихихе оЁ зо]уепз ОМ$О-46 апд ССИ 
(1:3), изше {ефатефу[$Папе (0.0 ррт) аз пиегпа| 5апдага. Тве ММК 
ши@арНсе$ Бух, 5, 4, в, 4, ап4 т зап Юг Бгоа4 $1181е%, $е1е6, доче, 
{1р[еф, дпапе{ ап шиИр[еф, гезреснуеу. ТБе геасйоп ргоэтез$ ап ригйу 
ог Ше оМашей зибзапсез \еге спеске4 Бу изше Фе ТЬС тефо4 оп 
“ЗПао[ ЧУ-254” р]{е$ ап асеюпе/пехапе пихехе (2:1) аз ешепе. АП 


тет? рош6 уеге деегтте4 ш ореп сарШапез ап4 аге ипсоггесе4. 
Зуше$5 оЁ сотроип8$ 1Та-с 


То 10 шГ., оЁ евапе-1,2-Фатте, аё сооПис (-5 — 0 °С) 0.01 то! оё 
2,4-61$-Фатлто забзийщеа 1,3,5-влатте уаз а44е4 Бу рогйоп. Тве пихите 
\уаз зНигте4 ай 125 °С Юг 4 В, феп ефапе-1,2-Фапате \уаз еуарога!е а! 10\/ 
ргеззиге. ТВе гезлаие \уа$ ргосеззе4 \/Ий плшита| атоци оЁ со!4 уужег ап4 
ИЦеге4 оЁГ. 

М№!-(4,6-В15(аппету!атто)-1,3,5-@1а7т-2-у)еапе-1,2-Ф1атте 
(Та). У1е!4 65%, тр 136-140 °С. 'Н ММБ, б ррип: 2.82 апа 3.26 (тит, АН, 
СН2СН)); 3.07 (Бгз, 12Н, 2М(СН3з)?); 3.75 (6тз, 2Н, МН>); 6.35 ($, ]=5.0 Н2, 
ТН, МН). 
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№!-(4,6-Оппогрвойпо-1,3,5-@1а7т-2-у)ефапе-1,2-Фатте (1Ъ). 
уе 72%, шр 154-156 °С. 'Н ММБ, б рр: 2.82 апа 3.28 (тит, 4Н, 
СН2СН)); 3.60-3.85 (т, 16Н, 2тогрВо|.); 3.73 (61$, 2Н, МН2); 6.42 (+ ]=5.0 
На, 1Н, МН). 

М№!-(4,6-ОКатерап-1-у1)--1,3,5-@1а7т-2-у/еапе-1,2-Фатте (1с). 
уе! 68%, шр 110-112 °С. 'Н ММБ, брри: 1.45-1.60 ап4 1.63-1.80 (иль, 
16Н, М(СН?)з); 2.85 ап4 3.30 (тим, 4Н, СН2СН>); 3.57-3.70 (т, 10Н, МН2 
апа М(СН?2)4); 6.35 (6 ]=5.0 Ня, 1Н, МН). 


Зуше$5 оЁ сотроип6$ 2а-с 


То а зомйоп оЁ роаз пит тподатае (0.015 п1о]) апа НС! (0.015 шт.) 
ш 15 шГ оё ефапо], аё Веайпе 0.01 то| оЁ сотроипа 1 \а$ ад4е4 Бу 
рогйоп, еп Фе Веайп® \уаз сопипиеа ог 2 В. ТНе за! ууаз ИШеге4 оЁЁ, 
еапо! \аз еуарогайе4 Нот НЙгаце, {Пе гез14ие Уаз ргосеззе и плита! 
атоцпе о \уайег ап4 Я[еге4 о#Ё. 

1-(2-((4,6-В15(@птетуатто)-1,3,5-@1а7т-2-у)атто)е у!) 
{Шоигеа (2а). У1е!4 74%, тр 160-162 °С. 'Н ММВ, б рр: 2.99 апа 3.52 
(66 ]=5.7 Ня, МСН2СН2М); 3.07 ($, 12Н, 2М(СН3з)2); 6.44 апа 7.77 (61 
]=5.7 Нл, 2МН). ЗС ММБ, б ррип: 35.35, 37.75, 39.14, 164.79, 165.20. 

1-(2-((4,6-ОптогрвоНпо-1,3,5-@1а7т-2-у)атто)е пу оигеа 
(2Ъ). У1е! 77%, шр 168-169 °С. 'Н ММБ, д рри:: 2.95 апа 3.50 (16 1=5.7 
Ня, МСН2СН2М); 3.60-3.85 (т, 16Н, 2тогрВо1.); 6.40 (& ]=5.0 На, 1Н, 
МН); 7.80 (6г$, ЗН, МН апа МН?). 

1-(2-((4,6-ОКатерап-1-у1)-1,3,5-@1а7т-2-уатто)е ву тюигеа 
(2с). Улей 89%, тр 115-117 °С. 'Н ММБ, б рр: 1.45-1.57 ап 1.63-1.80 
(тт, 16Н, М(СН?2)3); 2.98 апа 3.50 (тым, 4Н, СН2СН>); 3.63 (& ]=8.1 На, 
8Н, №(СН2)4); 6.35 (6 ]=5.0 На, 1Н, МН); 7.80 (6тз, ЗН, МН апа МН2). ЗС 
ММБ, б ррм: 26.40, 26.63, 27.38, 27.83, 37.92, 39.27, 45.83, 164.15, 
165.55. 
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Зупе$15 оЁ сотроип6$ 3,4а-с 


ТБе пих@хте оЁ сотроипа 2 (0.01 по]), 0.01 то] оё еУ1 2-сШого-3- 
охобщапоаее (ог 3-сМогорещапе-2,4-Ф1опе), К2СО: (0.01 то!) апа 20 тг, 
оЁ ефапо|! \аз Веабе4 аё 70-80 °С Рог 5 В. Ефапо! \аз ехарогае4, Фе 
ргесриаме ргосеззе4 у уаёег ап4 И[егеа оЁГ. Римйе4 Бу гесгузаШтаНоп 
Кот ефапо]| ог 15 50% узмег зошйоп. 

ЕМУ 2-((2-((4,6-515(аппепу!атто)-1,3,5-@1а7т-2-у)атто)е у) 
ат!по)-4-тефуШа70е-5-сатохуйае (За). Уе!4 75%, шр 173-175 °С. 
'Н ММВБ, б рри:: 1.30 (&, 1=7.1 На, ЗН, СНзСН20); 2.42 ($, ЗН, СНз); 3.07 
(Бгз, 12Н, 2№М(СН3з)2); 3.38 апа 3.52 (тля, Л=5.8 Ня, ]2=5.0 На, 4Н, 
МСН2СН2М); 4.18 (а, ]=7.1 Ня, 2Н, СНзСН?О}; 6.23 ап4 8.08 (1%, ]=5.0 
На, 2Н, 2МН). ЗС ММБ, б ррги: 14.08, 16.92, 35.32, 39.02, 44.79, 58.91, 
159.04, 161.34, 164.95, 165.37, 169.71. 

Е®У! 2-((2-((4,6-дипогрвойто-1,3,5-@1а7т-2-у)атто)еу)атто) - 
4-тетуНШат0]е-5-сагБоху!ае (ЗЪ). У1е!4 70%, пр 96-98 °С. 'Н ММВ, 6 
ррт: 1.33 (& ]=7.1 Ни, ЗН, СНзСН?0О); 2.40 ($, ЗН, СНз); 3.38 апд 3.52 
(шут, Л=5.8 Ня, ]2=5.0 Ня, 4Н, МСН›СН?М); 3.60-3.86 (т, 16Н, 
2тогрБо1.); 4.20 (а, 1=7.1 Ня, 2Н, СНзСН?О}; 7.40 апа 8.20 (51 ]=5.0 На, 
2Н, 2МН). 

Е У! 2-((2-((4,6-Ч1(а7ерап-1-у1)--1,3,5-@1а7т-2-у)атто)е у!) ато) - 
4-тепуШато]е-5-сагБохуа(е (3°). У1е14 88%, тр 105-107 °С. 'Н ММБ, 
б рр: 1.30 (6 ]=7.1 Ня, ЗН, СНзСН?0О); 1.50-1.62 ап4 1.67-1.82 (тула, 
16Н, (СН2)-атер.); 2.40 ($, ЗН, ССН?3); 3.40-3.80 (т, 12Н, СН2СН2 ап 
М(СН2)4); 4.18 (4, 1Е7.1 Ня, ЗН, СНзСН?О}; 7.40 апд 8.20 (65, 2Н, 2МН). 

1-(2-((2-((4,6-В15(@птепуатто)-1,3,5-@1а7т-2-уатто)е у!) 
атто)-4-теу1а701-5-у]еап-1-опе (4а). У1е!4 78%, шр 258-259 
°С. 'Н ММБ, б рри:: 2.30 ($, ЗН, СОСН.); 2.44 (5, ЗН, ССН.з); 3.07-3.22 
(Бтз, 12Н, 2М(СНз)2); 3.43-3.70 (т, 4Н, МСН2СН2М); 8.33 (6тз, 2Н, 2МН). 
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1-(2-((2-((4,6-Оптогрвойпто-1,3,5-@1а7т-2-у)атито)е у ат! то) 
-4-теу!@а70]-5-у)ефап-1-опе (45). У1е!4 75%, тр 200-202 °С. ТН ММБ, 
б ррш: 2.25 (5, ЗН, СОСН?з); 2.42 ($, ЗН, ССН?з); 3.40-3.70 (т, 4Н, 
МСН2СН2\); 3.60-3.85 (т, 16Н, 2-тогрВо]1.); 7.70 апа 8.15 (6$, 2Н, 2-МН). 

1-(2-((2-((4,6-ОКатерап-1-У)--1,3,5-@1а7т-2-у)атто)еуапто) 
-4-тепуа201-5-уевап-1-опе (4с). У1е19 91%, тр 78-79 °С. 'Н ММВ, 
б ррм: 1.50-1.62 ап4 1.64-1.85 (тут, 16Н, (СН2)з-атер.); 2.30 (3, ЗН, 
СОСНз); 2.40 (5, ЗН, ССН3); 3.40-3.80 (т, 12Н, СН2СН2 апа М(СН?)4); 
7.75 апа 8.30 (6тз, 2Н, 2МН). 


Зупе$15 оЁ сотроип8$ 5а-с 


То а зазреп$1юп оЁ сотроппа 1 (0.01 тоТ) ш Бептепе (10 тг), а 
заггие 0.015 то] о флефу[атше \ууаз ад4е4 агормлзе, еп 0.015 то] оЁ 
С52. Тре пихехе ууаз аПо\уе4 1ю зап оуеги? ВЕ аё гоот {етрегайге, еп 
Беа{е4 аё 50-60 °С ог 3 В, ННеге4 о{Ё, ап4 Фе ргес1рйае \уаз \азВед и 
утафег. 

1-(4,6-515$(Оппету!атто)-1,3,5-@1а7т-2-у)и1Ча7оН9те-2-0пе 
(5а). У1еа 75%, шр 220-222 °С. 'Н ММВ, б рр: 3.10-3.24 (5хз, 12Н, 
2хМ(СН?з)?); 3.50 апа 4.22 (тут, 4Н, МСН2СН2М); 8.85 (Бтз, 1Н, МН). 

1-(4,6-Оптогрвойпо-1,3,5-@1а7т-2-у]пиЧа7оНате-2-@10пе (55). 
уе 60%, шр 230-232 °С. 'Н ММВ, б рри: 3.52 апа 4.20 (пт, 4Н, 
СН2СН.); 3.59-3.82 (т, 16Н, 2тогрВо1.); 8.93 ($, 1Н, МН). ЗС ММВ, 6 
ррт: 40.32, 43.24, 47.44, 65.89, 162.86, 164.36, 179.64. 

1-(4,6-ОКа7ерап-1-У1)--1,3,5-@1а7т-2-У)шиа7ойдте-2-@1ю0пе (5°). 
уе 62%, шр 245-246 °С. 'Н ММБ, б рр: 1.50-1.58 апа 1.70-1.80 (пп, 
16Н, (СН2)з-атер.); 3.52 ап4 4.21 (4, ]=8.8 На, 4Н, СН2СН?); 3.67 апа 3.73 
(С6 ]=6.0 Н2, 8Н, М(СН2)а-атер.); 8.74 ($, 1Н, МН). ЗС ММВ, 6 ррт: 
26.31, 26.49, 27.09, 27.60, 40.28, 46.03, 46.16, 47.60, 162.64, 164.17, 
179.88. 
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Зуше$15 оЁ сотроип8$ ба-с 


ТБе пих@хге о сотроппа 5 (0.01 п1о]) апа 10 шт, оРасейс апвудиае 
\'аз Веайе4 а( 140 °С Гог 5 В. Апнуд4е \аз гетоуе4 ап4 1е гез14ие \аз 
ууазВед у уаег. А Ее\уу агорз оЁ МН4ОН \аз ад4е4 ап4 Ше ргесриаже 
уаз И[еге оЁГ. 

1-(3-(4,6-В15$(аппету!атито)-1,3,5-@1а7т-2-у1)-2-Ф10охошиа70- 
Нат-1-уетап-1-опе (ба). У1е14 86%, тр 140-142 °С. 'Н ММБ, 6 ррш: 
2.45 апа 2.77 ($.5., ЗН, СОСН;)}; 3.13-3.14 (5з, 12Н, 2МСНз)?); 3.71-4.16 
(т, 4Н, СН2СН?). 

1-(3-(4,6-Оптогрвойпо-1,3,5-@1а7т-2-у1)-2-1охошиа7оНат-1- 
уе ап-1-опе (6Ъ). У1е!4 96%, тр 203-205 °С. 'Н ММБ, б ррит: 2.40 ап4 
2.75 ($.5., ЗН, СОСН?); 3.60-3.85 (т, 16Н, 2 тогрБо/.); 3.70-4.20 (т, 4Н, 
МСН2СН2М). 

1-(3-(4,6-ОКатерап-1-у1)--1,3,5-@1а7т-2-у1)-2-@тохошиЧа7опат- 
1-удетап-1-опе (6с). Узе!4 87%, шр 134-136 °С. 'Н ММБ, б ррш: 1.48- 
1.60 апа 1.70-1.80 (тли, 16Н, (СН2)з-атер.); 2.40 апа 2.72 (5.з., ЗН, 
СОСН?з); 3.65 апа 3.71 (&% ]=6.0 Н7т, 8Н, М(СН2)4-атер.); 3.72-4.18 (т, 4Н, 
МСН2СН2М). 


Зуше$15 оЁ сотроип8$ 7а-с 


То а пихахге оЁ сотроипа 5 (0.01 плоТ) ш 10 шГ, оР\юшепе, 0.01 то 
оЁ рНепу] 15осуапае (0.01 п1о]) ап4 сааПис атоциё оР руп4ше \маз а44еа 
гор\лзе аё сооПп?. Тне пихвше уаз БоПеа Гог 2 В, Феп Бептепе \аз 
еуарогае4, Фе ргестрИзме \уаз ргосеззе4 зу Пехапе ап ИШеге оЁГ. 
Ринйеа Бу гесгузаШтайоп гот ефапо]| ог $ 50% уузмег зойоп. 

3-(4,6-В15(аппету!атто)-1,3,5-и1а7т-2-у)-М-рвепу1-2-0х01- 
п Ча7оНате-1-сатохапи@е (7а). У1е!4 80%, тр 197-199 °С. 'Н ММБ, 6 
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ррт: 3.16 ($, 12Н, 2МСНз)2); 4.10-4.20 (т, 4Н, СН2СН>); 7.03-7.55 (т, 
5Н, СвН5); 12.68 ($, 1Н, МН). 

3-(4,6-ОптогрвоНпо-1,3,5-@1а7т-2-У)-М-рвепу!-2-охоши9а- 
оНате-1-сагБохапиае (7Ь). У1е!4 84%, тр 213-214 °С. ТН ММВ, б ррш: 
3.58-3.90 (т, 16Н, 2тогрВо|.); 4.18 (5, 4Н, СН2СН)); 7.00-7.57 (т, 5Н, 
СвН5); 12.62 (3, 1Н, МН). ЗС ММБ, б рр: 43.25, 43.29, 43.34, 43.40, 
43.46, 44.07, 65.80, 119.05, 123.01, 128.27, 137.37, 149.43, 163.18, 164.25, 
175.89. 

3-(4,6-ПКатерап-1-у1-1,3,5-@1а7т-2-у)-М-рВепу]-2- охот! а- 
оНате-1-са фохапиде (7с). У1е!4 88%, шр 172-173 °С. 'Н ММВ, 6 ррш: 
1.51-1.61 ава 1.72-1.82 (ть, 16Н, (СН2)з-атер.); 3.70 ап4 3.73 (6% ]=5.9 
Ни, 8Н, М(СНэ)а-атер.); 4.12-4.20 (т, АН, СН2СН>); 7.03-7.55 (т, 5Н, 
СвН5); 12.72 ($, 1Н, МН). ЗС ММБ, 6 ррм: 26.28,26.33, 26.89, 27.56, 
43.33, 44.13, 46.18, 119.05, 122.88, 128.22, 137.50, 149.60, 162.87, 164.09, 
175.88. 


ВЕЕЕВКЕМСЕЗ 


1. Юсйага О., Соетап /., Кеупо4$ /., Атопзоп /. Охта НапдБоок оЁ 
Ргасиса! Огас Трегару, ОхЮюг4; Ме\м Уотк: ОхЮюга ЧшуегзИу Рге$$, 
(2011). 

2. Вир://мимим.а]ап\оод.пе/резИс14е$/с1аз$_резис14ез В 

3. Енгоян А.П., Мамян С.С., Гомкцян Т.А., Амбарцумян Э.Н., Ворсканян 
А.С., Довлатян В.В., Элиазян К.А., Пивазян В.А.; ХГС, № 8, 1236-— 
1239, (2005). 


76 бутйе55 ор ЫйеегосусИс зудетх 4етлайуез Бабе4 оп 4,6-@атто зиряйшей... 





СИНТЕЗ ПРОИЗВОДНЫХ БИОТЕРОЦИКЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
НА ОСНОВЕ 4,6-ДИАМИНОЗАМЕЩЕННЫХ 
№-(,3,5-ТРИАЗИН-2-ИЛ)ЭТАН-1,2-ДИАМИНОВ 


А.П. Енгоян, Ж.А. Азарян, В.А. Пивазян, Е.А. Казарян 
АННОТАЦИЯ 


На основе 4,6-диаминозамещенного М№!-(1,3,5-триазин-2-ил)этан-1,2- 
диаминов разработаны простые, доступные и эффективные методы синтеза 
производных бигетероциклических систем с комбинацией 1,3,5-триазинового 
кольца с 1,3-тиазольным или имидазольным циклами в молекуле. 


Ключевые слова: 1,3,5-триазин, 1,3-тиазол, имидазол, гетероцикли- 
зация. 


РРЛ6$6ОПЗЬчтЬч Оч ГУЕГЬ ЦОПУЗЗОГоЕСЬ 96 969С 
4,6-ЗРОХРоП$ЕПО ЧИТА ЦО 
№1-(1,3,5-5ГЬЦ9Р\-2-61) 6 90\--1,2-ПБООРОЬЬГЬ 2БОВЬ ЧГЦ 


Ц.Ф. Сйдплий, о Ц. Цашплий, Ч.Ц. Прушапий, Е.Ц. Лшашрлий 
ЦОФПФПЬУ 


4,6-Прол ара о аб №-(1,3,5-юррилар®-2-1)Нечл-1,2- прозу р®- 
ЧЫрЬ БЬУрЬ Чраа Чо ЧЫ Ба 1,3,5-шррлаарбоур а опар Ц 1,3-врааоф бач 
Рролоарф орАтерр Баас р гроб роор РИ Боло ирабрр абил- 
ао ерр орарэбар чара, Мау К 6 чартуот6 Буолоол р: 

2Вишрию6р 1,3,5-пррлзарь, 1,3-вролатт, ВУ ртраан, Баров роти: 
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